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Abbildung 1.1: Im Bild ist rot die Kettenlinie und blau die Parabel dargestellt.

In diesem Artikel machen wir einen kleinen Abstecher in die Physik, genauer gesagt in die
Mechanik, und fragen uns: Welche Form nimmt eine Kette oder eine Schnur an, wenn man sie
an ihren Enden aufhangt? Nach oberflachlichem Betrachten wirde man sagen, eine Parabel,
doch das ist nicht richtig. Wie die Kurve tatsachlich aussieht, und wie man trotzdem an eine
Parabel kommt, untersuchen wir hier.

Die Kette an sich

Dass es sich nicht um eine Parabel handeln kann, sieht man leicht ein, indem man eine Parabel
zeichnet und versucht, eine Schnur so aufzuhangen, dass sie sich decken — es wird nicht
funktionieren (siehe Abbildung.1)!

Der NameKettenlinie leitet sich von der Betrachtung einer Kette ab. Tatsachlich ist die
Kette mathematisch schwer zu handhaben, da ihre Dichte aufgrund der Kettenglieder standig
variiert. Deshalb werden wir eine Schnur bzw. ein Seil betrachten, bei dem die Dichte als
konstant angenommen werden kann. Man erhélt mathematisch ein Seil aus einer Kette, wenn
die Grol3e der Kettenglieder vernachlassigbar klein ist.

Gehen wir also von einem Seil mit konstanter Dichte, d. h. homogen verteilter Masse auf
seiner gesamten Lange, aus und befestigen es an seinen Enden. Nachdem es seine endgiiltige
Lage eingenommen hat, befindet es sich in Ruhe. Das bedeutet, dass die Suriinégteler
die in jedem Punkt des Seils angreifen, Null ist. Betrachten wir diese Kréafte auf einen Punkt
rechts vom Minimum:

Die offensichtlichste Kraft ist di&chwerkraft G, die die Erde auf das Seil ausiibt. Ihre
Richtung ist in jedem Punkt des Seils gleich, ndmlich senkrecht nach unten. Eine weitere Kraft
S wird durch dieSpannung des Seils hervorgerufen und zeigt horizontal nach links. Aufl3erdem
wirkt eine Kraft A in Richtung der Tangente der Kurve an diesen Punkt nach rechts oben. Die
vektorielle Summe dieser Krafte muss Null ergeben (siehe Abbildu?)g

Um dies genauer untersuchen zu konnen, fuhren wir ein Koordinatensystem ein. Der Ur-
sprungO dieses Koordinatensystems sei das Minimum der Kettenlinie. Nennen wir die Funk-
tionsgleichung der Kurveg (x) — = sei die Abszissey = f(x) die Ordinate —, so kdnnen
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Abbildung 1.2: In jedem Punkt des Seils ist die Summe der angreifenden Kréfte gleich Null.

wir nun f’(x) ausrechnen:
/ dy G
f(z) = FPy
Dabei istS eine Konstante, wogegé&nvon der Position des betrachteten Punktes, alsaryon
abhangt. Die Krafty ist proportional zur Lange des Seils vonbis zum betrachteten Punkt.
Ferner sei die Masse pro Langeneinheit des SeiBamit ergibt sich die Gesamtmasse
unseres idealisierten Seils als;, wobeis die Bogenlange der Kettenlinie véhaus gemessen

ist. Wir erhalten

dy _ Asg
de S~
wobeig die Fallbeschleunigung ist. Umformen ergibt
S dy
S = — —.
Ag dx

AulRRerdem erhalt manaus der bekannten Formel fir die Bogenléange:
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Differenziert man diese Gleichung nachso erhalt man eine Differentialgleichung:
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ey g [rant
da? S dz



Diese Differentialgleichung lasst sich leicht durch Trennung der Variablen |6sen. Dazu substi-
tuieren wir zunéchst = dy/dz und dividieren durch die Wurzel

/

z Ag
241 S

Nun integrieren wir beide Seiten Gbeund erhalten

arsinhz = %x
= z = sinh /\—ng
S A S
= y:)\—gcosh (ggx) Y

Das Absolutglied ist ndtig, damijf(0) = 0 ist. Die Losung lasst sich durch Einsetzen leicht
Uberprufen. Es ist also in der Tat keine Parabel!

Die Kette mit Gewicht

Anders sieht es aus, wenn der Grund fir das Durchh&ngen des Seils nicht nur sein eigenes
Gewicht ist, sondern das Seil etwas tragt, wie es z. B. bei Hangebrtucken der Fall ist.

Angenommen, das angehangte Gewicht ist (z. B. durch in gleichem Abstand angebrachte
vertikale Seile) gleichmalig auf das gesamte tragende Seil verteilt. Dann ist das Eigengewicht
des Seils vernachlassigbar. Vielmehr ist flr die Gewichtskraft, die in einem Punkt ausgeubt
wird, die Lange der Briicke vom Minimum des Seils bis zum betrachteten Punkt wichtig. Wir
haben wieder

oo dy G
oder

dy _ Azg

dz S’

wobei\ diesmal die Masse pro Langeneinheit des Gewichts sein soll. Integration liefert

y= 29,
25

da wiederf(0) = 0 sein muss. Wir erhalten tatséachlich eine Parabel!



Der Energieansatz

Ein sehr eleganter, wenn auch etwas fortgeschrittener Ansatz ist der folgende: Wann immer
ein Korper sich selbst Uberlassen wird, neigt er dazu, seine potentielle Energie zu minimieren.
Hat man die Kette einmal aufgehéngt, so hat sie, nachdem sie zur Ruhe gekommen ist, gerade
die Form, die ihrer geringsten potentiellen Energie entspricht.

Betrachtet man ein Massenelement, so hat es die potentielle Energl#,,.,. = gy dm.
Die gesamte potentielle Energie der Kette ist dann

x2

Epot = g/ydm,

Z1

wenn die Kette an den Stellen undz, befestigt ist. Wir wandeln nun dieses Integral in ein
Integral Uber: um. Dazu rechnen wir

dm _ pdV _ Ads A
ds  ds  Pas TP

wobei A die Querschnittsflache der Kette undie Massendichte ist. Damit erhalt man

z2 z2 T2
Epor = g/ﬁAde = QPA/yds = gpA/y\/l +y*dz,
1 x1 1

denn es ist

/ 2
ds =+/dz?2 +dy? = /1 + (j—i) dr = +/1+y?dx.

In derVariationsrechnung lernt man, dass das Integral
2
/f(l% y,y')dx
x]

dann extremalwird, wenn dieEuler-Lagrange-Gleichung

d of(x,y,y)  Of(x,y.9)

dx oy’ dy =0

erflllt ist. Angewandt auf (z,y,vy') = y+/1 + ¢’ ergibt sich

d y 5
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1Genau genommen folgt die Euler-Lagrange-Gleichung schon, wenn das Integral stationar wird. In unserem
Fall handelt es sich jedoch tatsachlich um ein Minimum.
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Durch Multiplikation mit+/1 + 32(1 + y*) folgt

(y/2 4 yy”)(l + y/2) o yy/2y// o (1 + y/2>2 = 0.

Ausmultiplizieren liefert

(y/2_|_yy//> 1+y/2
=

1211

y/2 + y/4 + yy// + yy//y/Q — gy’ — 1 — 2y/2 . y/4 =0
und anschlieRendes Zusammenfassen
y?—yy"+1=0. (%)

Diese Differentialgleichung ist nun nicht mehr so einfach zu l6sen wir vorhin, aber man rech-
net sofort nach, dass die Kettenlinie diese Gleichung erfillt. Zu ihrer Losung differenzieren
wir zunéchst nach und erhalten

/o0

2v0'y" — o'y —yy" =0,

AN
—y2 (y_) =0.
Yy

Da wir den trivialen Fally = 0 ausschlie3en konnen folgt darit’ /y)’ = 0 bzw.

was man auch schreiben kann als

y'=cy

mit irgendeiner Konstanten Diese Differentialgleichung ist sehr bekannt; ein Fundamental-
system ist
{e\/Eac’e— cx})

d. h. jede Losung lasst sich als Linearkombination dieser beiden Funktionen schreiben. Aus
Bequemlichkeitsgrinden wahlen wir jedoch ein anderes Fundamentalsystem. Nennen wir die
erste Funktiorny; und die zweitgy,, so betrachten wir das System

{yl ;— y27 % ; Y2 } = {cosh v/cz, sinh v/cz}.

Durch Einsetzen vop” = cy in (x) folgt
y? —cy* +1=0.

Bevor wir nun in diese Gleichung mit dem Ansaiz:) = a; cosh y/cx + ay sinh y/cx gehen,
Uberlegen wir uns, dass aus Symmetriegringenrz) = y(x) gelten muss, woraus sofort
a, = 0 folgt. Nun rechnen wir

2 12 2 12
ajcsinh® /cx — caj cosh® ex +1 =0



und weiter
a’c(sinh? \/ex — cosh? Ver) = —1,

was wegerntosh? x — sinh® z = 1 aufc = 1/a? fuhrt. Die endgiltige Lésung ist damit
1
y(x) = ay cosh (—x) ,
3]

deren Integrationskonstante noch durch eine Anfangsbedigung festgelegt werden muss.

Die Kettenlinie als Rotationskdrper

Die Kettenlinie kann man auch mathematisch schon charakterisieren: Sie ist diejenige Kurve,
welche durch zwei beliebig vorgegebene Purtktey; ) und(z,, y2) geht und bei Rotation um
die y-Achse eine Rotationsflache minimaler Oberflache proddzieies konnen wir wieder
leicht mit den Mitteln der Variationsrechnung nachprifen.

Die Kurve kdnnen wir uns aus infinitesimal kleinen Kurvenstiickahenusammengesetzt
denken. Ein solches Kurvenstiick erzeugt bei Rotation up-diehse eine Mantelflache

2
dM =27z ds = 2nx+/da? + dy? = 27y [ 1 + (%) dx.
\/ x

Die Gesamtmantelflache erhalt man dann durch Integrationatiber

To dy 5
M =21 | xy/1+ (= | dx.
dx
Tl

Dies ist das Integral, welches minimal werden soll. Bezeichnen wir den Integranden mit

flz,y,y) =z/1+y2,

so werden wir auf die Euler-Lagrange-Gleichung

d0f(ryy) Of(ryy) _d [ ay
dz oy dy dz \ \/1+y?

gefuhrt. Diese kann nun direkt integriert werden. Man erhélt dann

/

W
/1 +y/2
und nach Quadrieren und Umordnen
n_  Cf

1?2 — C%

2Wir gehen vorD < z; < x5 und0 < y; < y aus.



Abbildung 1.3: Der von der Kettenlinie erzeugte Rotationskorper.

Da dieser Ausdruck nicht negativ werden darf, muss die Integrationskonétakleiner sein
als x;. Nach unserer Wahl vog, und y, missen wir nun beim Wurzelziehen das positive
Vorzeichen wahlen, damit die Steigung der Kurve positiv ist. Somit folgt

dy Cl

do N

Diese Differentialgleichung kénnen wir direkt integrieren zu

de = C’larcoshi + Cs.

(2) 07 !
x) = ——
Y ' Va2 —C3 Ch

Die Integrationskonstanten sind aus der Fordenag) = y; undy(zs) = y, zu bestimmen.
Auflésen nache ergibt schlie3lich

z(y) = C cosh Y 802.

1

Diese Rotationsflache heiRatenoid.



