Grundlagen der Mathematik

Thomas Peters
Thomas’ Mathe-Seiten
www.mathe-seiten.de

29. September 2004


mailto:webmaster@mathe-seiten.de
http://www.mathe-seiten.de/
http://www.mathe-seiten.de/

Inhaltsverzeichnis

Tabellenverzeichnis

1

Logik

1.1 Aussagenund Aussageformen. . . . . ... ... ... ... ..
1.2 Tautologien. . . . . . . . . e e
1.3 Quantoren . . . . . . . . e

Mengen

2.1 Naive Mengenlehre . . . . . . . . . . . .. ...
2.2 Axiomatische Mengenlehre. . . . . . . . . . .. .. .. . . 0o
2.3 OperationenaufMengen . . . . . . . . . .. .. . e

Abbildungen

3.1 Relationen . . . . . . . e
3.2 Abbildungen . . . . ...
3.3 MachtigkeitvonMengen . . . . . . . ... e
3.4 FamilienvonMengen . . . . . . . . ..

Algebraische Strukturen
4.1 HalbgruppenundMonoide . . . . . ... .. .. .. .. L e
4.2 GrUPPeN. . . . . o i e e e e e e e e e
4.2.1 Elementare Eigenschaften. . . . . .. ... ... ... ......
4.2.2 Untergruppen . . . . . . . . e e
4.2.3 Homomorphismen . . .. .. .. ... ... ...
4.2.4 Grothendieck-Gruppen. . . . . . . . . .. ... .. 00
4.3 RiNge . . . . . e
4.3.1 Elementare Eigenschaften. . . . . ... ... .. ... ......
4.3.2 Homomorphismen . . . . . .. . ...
433 Teilbarkeit . . . . . ...
4.4 Moduln . . . .
4.5 Schiefkorper . . . . . ..
4.6 KOIPEer. . . . o . e e e e



4.7 Vektorraume und Algebren

4.6.4

Primkbrper. . . . . . . . .. 69

5 Die Konstruktion der Zahlbereiche

5.1 Naturliche Zahlen

5.2
5.3
5.4

5.1.1
5.1.2
5.1.3
5.1.4
5.1.5
5.1.6
5.1.7

5.4.1
54.2
5.4.3
5.4.4
5.4.5

Das Prinzip der vollstandigen Induktion. . . . . . . ... ... ..

DieOrdnungaul . . . .. ... ... ... ... ... .......

Abbildungen zwischen endlichenMengen. . . . . .. ... ...

Die Addition und Multiplikation ifN .

Summen- und Produktzeichen. . . . . . . . . ... ... .. ...

Darstellung naturlicher Zahlen igral-System . . . . . . . ... ..

Induktionsbeweise . . . . . . . ... ...
Ganze Zahlen
Rationale Zahlen
Reelle Zahlen
Fundamentalfolgen. . . . . . .. .. ... ... ... .......
DieOrdnungauR . . . . . ... ... ...
SupremaundInfima . . . .. ... ... Lo
PotenzenreellerZahlen . . . . ... . ... ... ... ......

Charakterisierung der reellen Zahlen

A Das Zorn'sche Lemma

B Die Konstruktion des Polynomrings

Index



Tabellenverzeichnis

1.1 Wabhrheitswertetafel fGrA. . . . . . . . . . . . . . . . ..
1.2 Wahrheitswertetafel fut vV BundAAB. . . . . . . . ... ... .....
1.3 Wabhrheitswertetafel fh = BundA < B. . . . . . . . . . . ... ....

4.1 \Verknupfungtabelle fifs. . . . . . . . . . .. . .. ...



1 Logik

1.1 Aussagen und Aussageformen

Mathematik zu betreiben ist niichtern betrachtet nichts weiter, als aus wahren Aussagen wei-
tere wahre Aussagen zu folgern. Die Regeln, nach denen dieses Folgern ablauft, werden duch
die Logik bestimmt. Dabei ist es offenkundig, dass man nicht bei ,nichts* anfangen kann zu
folgern, sondern dass man auf gewissen Grundtatsachen aufbauen muss, tber die man sich ge-
einigt hat und die per Definition als wahr angenommen werden. Diese Grundtatsachen heil3en
Axiomeder mathematischen Theorie.

Eine mathematischAussagest ein Satz, der entweder wahr oder falsch ist. Dies ist das
Prinzip vom ausgeschlossenen Drittéer{jum non datuy. Wir bezeichnen den Wahrheits-
wert einer Aussagd alsw fur wahr undf fur falsch. EineAussagefornist ein Satz, der eine
Aussagevariable enthalt und erst dann wahr oder falsch wird, wenn man:fém entspre-
chendes Objekt der mathematischen Theorie einsetzt. Ein Beispiel fur eine Aussageform ware
A(z): zist eine ganze ZahlA(x) wird zu einer Aussage, wenn man fisrkonkrete Zahlen
einsetzt, bspw. ward (2) wahr undA(1/2) falsch.

Die Logik beschéftigt sich nun mit der Manipulation und Verknipfung von Aussagen. Die
einfachste Manipulation ist didegation Die Negation der Aussagéwird mit - A bezeichnet
und kehrt den Wahrheitswert vohum. Man verdeutlicht sich den Einfluss logischer Opera-
tionen auf Aussagen gerne in einer Wahrheitswertetafel (siehe TabBll©ffensichtlich gilt
fur die Negation-(—A) = A.

Al -A
w| f
fl w

Tabelle 1.1: Wahrheitswertetafel f&tA.

Eine héhere Komplexitatsstufe erreicht man durch die Verkniipfung zweier Aussagen durch
sog. zweistellige logische Operationen. Da hier zwei Aussagen verknupft werden, welche je-
weils unabhangig voneinander wahr oder falsch sein kénnen, gibt es insgesamt 16 verschie-
dene Verknupfungen. Alle diese Verknipfungen kénnen jedoch zusammen mit der Negation
aus einer einzigen zweistelligen Verknipfung gewonnen werden. Wir wahlen daRiseie
junktion A v B, welche genau dann wahr ist, weAroder B wahr sind. Tabellel.2 zeigt die
Wahrheitswertetafel.

Inicht; ,entweder oder"!
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Tabelle 1.2: Wahrheitswertetafel firv B und A A B.

Ebenso wird man eine Verknupfung brauchen, welche genau dann wahr ist Anverth3
wabhr sind. Diese Verknupfung heiRonjunktionund wird mit A A B bezeichnet. Man erhalt
sie formal als-(—A V = B).

Nachdem wir nun die beiden grundlegenden zweistelligen Verknipfungen definiert haben,
machen wir uns an unser urspringliches Ziel, namlich aus bekannten Aussagen neue folgern
zu koénnen. Wir brauchen also eine Verknupfung, welche angibt, wann die Folgefung ,,
pliziert B* wahr sein soll. Es ist klar, dass man aus etwas Wahrem nichts Falsches folgern
darf. Subtiler ist da schon die Frage, welchen Wahrheitswert die Folgerung haben soll, wenn
die Voraussetzungl von vornherein falsch ist. Man hat sich darauf geeinigt, eine solche Fol-
gerung grundsatzlich als wahr zu definieren. Es gilt daher der Merksatz: Aus etwas Falschem
kann man alles folgern! Die so definierte Verkntipfung héifdilikationund hat die in Tabel-
le 1.3dargestellten Wahrheitswerte. Die Werte entsprechen der VerknipfdngB.

A|B|A=B | A< B
w | w w w
w | f / f
flw w f
fif w w

Tabelle 1.3: Wahrheitswertetafel filr= B und A < B.

Da die Wahrheitswerte der Implikation erfahrungsgeman fir Verwirrung sorgen, werden wir
sie uns noch etwas genauer ansehen. Am besten sieht man den Sinn dieser Definition an einem
Beispiel. Es seid(z): xist groBer als 5 und3(x): zist positiv. Es leuchtet unmittelbar ein,
dass die Folgerung = B wabhr sein sollte. Der Wahrheitsgehalt der Implikation hangt aber
malf3geblich vorr ab. Hier kdnnen zwei Falle auftreten. Erstensst tatsachlich groRer als
Da 5 groRer ist alg), ist auchz grof3er al®) und somit positiv. Die Implikation stimmt also.
Zweitens:x ist nicht grof3er al$. Dann ist die Implikation dank unserer Definition trotzdem
wabhr, und zwar unabhangig davon, okpositiv ist oder nicht! Man sieht also, dass diese
Konvention durchaus Sinn macht.

Die letzte unverzichtbare zweistellige logische Operation isfdigivalenzZwei Aussagen
A und B heil3en aquivalent, wenn sowalll=- B als auchB = A wahr sind. Man setzt also
As Bals(A= B)A(B=A).

Wir schlieRen diesen Abschnitt mit einer Interpretation der eher technischen Einfuhrung der
Implikation. In der ImplikationA = B heil3t die Aussagel hinreichende Bedingunfiir B



und B notwendige Bedingunigir A. Denn wennA gilt, so muss, sofern die ImplikatioA =

B wabhr ist, auchB wahr sein A istin diesem Sinne hinreichend fix. Gilt umgekehrtB nicht,

so kann auchl nicht gelten, denn augd wirde jaB folgen! Also ist B notwendig flrA. Es

ist damitA = B aquivalent zuy—B) = (—A). Diese Umformulierung der Implikation heif3t
Kontraposition und ist ein wichtiges Beispiel einer Tautologie, womit wir uns im nachsten
Abschnitt beschéaftigen werden.

1.2 Tautologien

Eine Aussageform heiffautologieoderWahrform wenn sie unabhangig von den Werten der
Aussagevariablen immer wahr ist. Entsprechend heil3t eine Aussag&tormadiktionoder
Falschform wenn sie immer falsch ist. Schliel3lich heil3t dleutralitdt oder Neutralform
wenn sie weder Wahrform noch Falschform ist. Ein einfaches Beispiel fir eine Tautologie
ware A(z) V —A(x), fur eine KontradiktionA(z) A = A(z) und fur eine Neutralformi(x) v
B(x).

Wir betrachten nun einige wichtige Beispiele fur Tautologien. Ganz am Anfang hatten wir
schon

—(nA) e A

kennengelernt. Die Negation der Negation einer Aussage ist wieder die Aussage selbst. Bewei-
sen kann man diese und alle anderen aufgeflhrten Tautologien, indem man die Wahrheitswer-
tetafeln der Aussagen links und rechts vom Aquivalenzzeichen erstellt und feststellt, dass die
Wahrheitswerte Ubereinstimmen. Wir werden deshalb darauf verzichten. Um sich bei grol3e-
ren Ausdricken unnétige Klammern zu sparen, legt man fest, dass die Negation am starksten
bindet, dann kommen gleichwertig Disjunktion und Konjunktion, und am geringsten bindet
Implikation und Aquivalenz. Nun halten wir fest, dass fiir die Disjunktion und die Konjunkti-

on dieKommutativgesetze

AV B<& BVA, ANB< BANA
gelten. Desweiteren gelten diessoziativgesetze
(AVB)VC < AV (BV (), (AANB)ANC < AN (BAC),

welche besagen, dass man bei mehreren Disjunktionen oder Konjunktionen hintereinander die
Klammern weglassen kann, sowie @estributivgesetze

AV(BAC) & (AVB)A(AVC), AA(BVC) e (ANB)V(AAC).

Nun gibt es eine Reihe von Tautologien, die dabei behilflich sind, langere logische Ausdriicke
zu vereinfachen. Dazu gehoren dilempotenzgesetze

AV A<s A, ANA & A,
sowie dieAbsorptionsgesetze

AV (ANB) < A, AN(AV B) < A.



AulRerdem untersuchen wir noch, wie die Negation einer Disjunktion bzw. einer Konjunktion
aussieht. Dies fuhrt auf d#ge Morgan’schen Regeln

—|(A\/B)<:>—|A/\—\B, —|(A/\B)<:>—|A\/ﬁB.

Desweiteren gibt es einige Tautologien, die bei Beweisen sehr nitzlich sind. Dazu gehéren
wie gesagt di&ontraposition

(A= B) & (B = —A),

derKettenschluss
(A= B)AN(B=C)= (A= (),

derdirekte Schlusgmodus ponens
AN(A= B)= B,
sowie derindirekte Schlusgmodus tollens
(A= B) AN—=B = -A.

Die Nutzlichkeit dieser Tautologien werden wir schon im nachsten Abschnitt kennenlernen.

1.3 Quantoren

Fur die Verknupfung von Aussagen mit den bisherigen Regeln sind uns noch Grenzen gesetzt.
So kénnen wir zwar die Aussagef(1) und A(2) durch A(1) A A(2) verknipfen, dies geht

aber nur solange, wie wir eine endliche Anzahl von Aussagen haben. Man mdochte aber auch
unendlich viele Aussagen miteinander verknipfen kdnnen. Wenn wir z. B. die Aussageform
A(x) auf alle reellen Zahlen im Intervdll, 2] anwenden wollen, so haben wir keine Chance

Man fuhrt deshalb deAllquantor ¥V ein, welcher genau dann wahr ist, weAz) fir alle
betrachteten gilt. In unserem Fall ware

vV o Ax)

z€(1,2]
die gesuchte Verknupfung. Fur endlich viele X mit X = {z,,...,z,} giltdann
YV A(z) & A(z) A+ A Azy).

reX

Wir fragen uns nun nach der Negation der Ausségel(x). Wenn die Aussage nicht fur alle

x gilt, dann muss es offenkundig eirgeben, fir dasd (x) nicht gilt, was &quivalent ist dazu,
dass fur dieses dann—A(x) gilt. Diese Existenz liefert formal défxistenzquantos. Es gilt

also
-V Alx) & 4 —A(x).

reX rzeX

2Die Anzahl der reellen Zahlen i, 2] ist nicht nur unendlich, sondern sogar tiberabzahlbar.



Der Existenzquantor sagt nur, dass es saregeben muss, er sagt nicht wieviele. Oft kommt
es vor, dass diesaseindeutig bestimmt ist. Man schreibt daainfir die Eindeutigkeit. Ana-
log wie fur den Allguantor findet man auch fur den Existenzquantor im Falle endlich vieler
Aussagen
d:A(z) & A(xy) V-V A(z,).

zeX
Die Negation des Existenzquantors ergibt den Allquantor fur die negierte Aussage, denn gibt
es keinx mit A(x), so mussA(x) fur alle z falsch bzw.—A(x) fur alle x wahr sein:

- Ax) & YV -A(z).
reX reX
Wir haben damit die de Morgan’schen Regeln aus dem letzten Abschnitt auf den Fall unendlich
vieler Aussagen verallgemeinert. Diese Gesetze sind aul3erst wichtig, denn man kann so den
Beweis einer Allaussage reduzieren auf den Beweis einer Existenzaussage und umgekehrt,
was u. U. sehr viel leichter ist.
Zum Abschluss kommen wir noch auf die Bedeutung der Variabtlamsprechen. Dieseas
istin der Aussageform (z) eine sogfreie Variable d. h. ihr Wert ist frei wahlbar. Dagegen ist
x in der Aussage/x: A(z) einegebundene Variablelenn durch den Allquantor wird aus der

Aussageformi(z) eine Aussage, eben die Allaussage. Die Variatdiarf deshalb auf3erhalb

des Quantors nicht mehr verwendet werden. Entsprechendes gilt fir den Existenzquantor. Dies
spielt eine wichtige Rolle bei der Verkniipfung mehrerer Quantoren. Betrachten wir z. B. eine
Aussageformi(z, y), die von den zwei Variablen undy abhangt und den Ausdruck

d: VYV :Alzy) = V: d:Axy).

zeX yeY yeY zeX
Ist diese Implikation wahr oder falsch? Auf der linken Seite steht, dass eseiX gibt, so
dass fir alley € Y die Aussagel(z, y) wahr ist. Wenn dem so ist, so wird man sicherlich fur
alley € Y einz € X finden, so dassl(x, y) gilt (rechte Seite), denn man braucht nur das
nehmen, dessen Existenz die linke Seite der Implikation verblrgt. Dagegen ist die Implikation

Vi J:A@@y)= J: YV Ay

yeY zeX zeX yey

falsch. Hier steht namlich links, dass man fir jegesY einz € X findet mitA(x, y). Dieses
x kann aber selbstverstandlich vom jeweiligeabhangen! Dagegen verlangt die rechte Seite,
dass es ein: € X gibt, so dass fur allg € Y die AussageA(x,y) gilt. Dies ist naturlich
weit mehr, als die linke Seite hergibt. Die Variahlest in der Existenzaussage links eine freie
Variable, wogegen sie rechts in der Allaussage gebunden ist. Dieser Wechsel ist nicht erlaubt.
Dagegen zeigt die erste Implikation, dass man durchaus von einer gebundenen zu einer freien
Variablen wechseln darf.

Als Beispiel wahlen wirX = Y = Nund A(z,y): = +y > 5. Die erste Implikation sagt
dann

4:Vize+y>5=V: d:2+y>5.
zeN  yeN yeN  zeN



Diese Implikation ist wahr, denn = 5 leistet das Gewunschte. Als Gegenbeispiel zur zweiten
Implikation nehmen witX =Y =7, A(z,y): = +y = 0 und betrachten

V: diz4+y=0=4: YV:z+y=0.

yEZ x€Z €L yEL

Links braucht man nut = —y zu wahlen, wohingegen es mit Sicherkeit keik Z gibt, so
dass die rechte Seite erfullt ware.
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2 Mengen

2.1 Naive Mengenlehre

Es hat sich in der Mathematik als konstruktiv und auf3erst nitzlich erwiesen, das gesamte
Universum der Mathematik auf dem Fundament der Mengenlehre zu bauen. Mengen bilden
sozusagen die Ubergeordnete Struktur schlechthin, welche sich wie ein roter Faden durch alle
Bereiche zieht. Dies zeigt, wie machtig der Begriff der Menge ist. Doch vor allzu unbeschwer-
tem — machmal sagt man auch ,naivem* — Umgang mit dem Mengenbegriff muss gewarnt
werden. Auftauchende Paradoxien haben die noch in den Kinderschuhen steckende Mengen-
lehre in eine tiefe Krise gestirzt. Dennoch wahlen wir zunachst einen intuitiven Einstieg, um
uns mit dem Mengenbegriff vertrauter zu machen, und betrachten erst spater die Axiome, die
uns dieses Handeln erméglichten.

Bei der exakten Definition des Mengenbegriffs st6l3t man unweigerlich auf Schwierigkeiten.
Denn Mengen sind die elementarste Einheit in der Mathematik, man kann zu ihrer Definition
nicht etwas noch Elementareres nehmen, sie ,sind einfach da“. Fur uns ist dahieieeige
eine Ansammlung von Objekten, d&tementerder Menge. Von jedem Objekt muss man
eindeutig sagen kdnnen, ob es Element einer Mérgst oder nicht. Im ersten Fall schreibt
manz € M, im zweiten Fallz ¢ M. Eine Menge ist eindeutig durch die Angabe aller
ihrer Elemente bestimmt. Wenn man die Elemente explizit angeben kann, so schreibt man
sie in geschweiften Klammern. Bspw. ist die Menge:= {1}* die Menge, die als einziges
Element die 1 enthalt. Die Menge, die kein Element enthélt, Hedsé Mengeund hat eine
besondere Bezeichnung, namlithEs ist also

0= 1{}

Man sagt, dass die Mengd (unechte) Teilmengder MengeN ist, wenn jedes Element
der MengeM auch Element der Mengg ist und schreibt dann/ C N. Oder etwas formaler
ausgedriickt

MCN:= Y :zeN.
zeM

Entsprechend definiert mad ¢ N. Da wir noch nicht so viel Ubung mit der Formalisierung
von Umgangssprache haben, geben wir am Anfang noch woértliche und formale Definition
gleichzeitig. Zwei Menged/ und N heil3en gleich, wend/ C N und N C M gilt

M=N:MCNANCM.

Das zeichen= bedeutet ,wird gesetzt als*, ,wird definiert als".
’Das Zeichens bedeutet ,wird definiert als*, ,definitionsgemaR genau dann wenn*
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Sind sie nicht gleich, so sind sie ungleich/(# N). M hei3techte Teilmenggon N (in
ZeichenM C N),wennM C N, aber nichtM = N qilt

MCN:=MCNAM#N.

Die Bedeutung von\/ ¢ N sollte klar sein. IstM (echte) Teilmenge vowV, so heil3tV
(echte)Obermengeon M

NDODM:&=MCN, N>M:= MCcCN.

Analog setzt matN 2 M undN 2 M.

Wir werden in der Regel das Zeiche&n statt C benutzen, wenn es nicht wesentlich ist,
eine strikte Enthaltensrelation zu haben. Genauso verfahren wir Ubrigersund < (siehe
Abschnitt3.1).

Nach so vielen Definitionen nun zu einem Beispiel. Betrachtet werde die Méhge:
{1,2,3,4,5}. Dann istM = {5,4,3,2,1}, denn die Reihenfolge, in der die Elemente auf-
gezahlt werden, spielt keine Rolle. Aulerdem{ist2,3} C M und{1,2,3} C M, aber
{6} ¢ M.

Man kann Mengen auch angeben, indem man eine Aussagef¢inverwendet. Man
muss dann die Elementeaus einer gewisse@rundmengeV nehmen und setzt dann

M={zeN| A®))}.

Im Beispiel ware{1,2,3} = {z € M | = < 3}. Naturlich ist die Aussageform (z) nicht
eindeutig bestimmt, denn es ist: € M | = < 4 } die gleiche Menge.

Die Menge aller Teilmengen von/ heif3t diePotenzmenggon A und wird mit P (M)
bezeichnet. Bei ihrer Definition bekommen wir jedoch Probleme. Wir kdnnten sie zwar defi-
nieren als

PM):={N| NC M},

aber es ist Uberhaupt nicht klar, aus welcher Grundmenge man die Méhgemehmen hat.
Aus der Menge aller Mengen etwa?

2.2 Axiomatische Mengenlehre

Wir werden gleich sehen, dass es eine solche Menge nicht geben kann. Wir beginnen zunachst
jedoch mit einer etwas anderen Uberlegung. Stellen wir uns einen Barbier vor, der behauptet,
alle Dorfbewohner zu rasieren, die sich nicht selbst rasieren. Rasiert der Barbier sich selbst?
Falls ja, so gehdort er zu den Bewohnern, die sich selbst rasieren, also rasiert er sich nach seiner
eigenen Aussage nicht selbst. Falls nein, so gehdrt er zu denen, die sich nicht selbst rasieren,
und wird daher nach seiner Aussage von sich selbst rasiert. So oder so kommen wir zu einem
Widerspruch. Die Ursache des Widerspruchs liegt in der Selbstbeziglichkeit der Aussage des
Barbiers. Wir halten also fest, dass man mit selbstbezlglichen Aussagen sehr vorsichtig sein
MusSs.
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Die Existenz der Menge aller Mengen wére ein Problem, da wir bald zeigen werden, dass
man zu jeder Menge eine andere Menge finden kann, die diese nicht enthalt. Doch auch obi-
ges Problem hat eine Entsprechung in der Mengenlehre, und zwar in FolRRusiszl'schen
Antinomieg bei der man eine Meng¥l betrachtet, fur die gilt: Es ist € M genau dann, wenn
M ¢ M ist. Fragt man nun, ob/ € M gilt (d. h. man betrachtet den Fall= M), so erhalt
man genau das gerade besprochene Paradoxon.

Um sicher zu gehen, dass derlei Widerspriche in der Mathematik nicht auftreten, hat man
die Mengenlehre streng axiomatisch begrifhdéfir geben hier einen kurzen Abriss Uber
die wichtigstefi Axiome, die der naiven Mengenlehre zugrunde liegen. Konkret besprechen
wir eine Variante deZermelo-Fraenkel-Axiomensystersn tber Mengen reden zu kdnnen,
mussen wir sichergehen, dass es Mengen Uberhaupt gibt. Wir beginnen daher mit dem

Axiom 1 (Existenzaxiom): Es gibt eine Menge.

Weitere Objekte werden zunachst einmal nicht zugelassen. Insbesondere gibt es keine Ele-
mente, die nicht selbst Mengen sind. Alle Elemente von Mengen mussen also stets selbst
Mengen sein. Als nachstes definieren wir, dass eine Menge eindeutig durch ihre Elemente
bestimmt ist.

Axiom 2 (Extensionalitdtsaxiom): Mengen, die die gleichen Elemente haben, sind gleich.

Nun kénnen wir einen ersten Schritt machen, um aus vorhandenen Mengen neue Mengen
Zu erzeugen.

Axiom 3 (Aussonderungsaxiom): Sei M eine Menge undi\(z) eine Aussageform fir die
Elementer € M. Dann gibt es eine Mengedie genau die Elementec M enthdlt, fiir die
A(x) gilt.

Wir werden gleich die Machtigkeit dieses Axioms unter Beweis stellen, indem wir unseren
ersten Satz beweisen.

Satz 1. Die leere Menge existiert.
BEWEIS: SeiM die Menge, deren Existenz Axiom 1 sichert. Betrachte die Menge
Di={zeM|xz#z}.

Offenbar hat die so definierte Menge keine Elemente, denn wéagel), so wirder # x
folgen, was ein Widerspruch ist. Also gflt= {}. O

Ganz ahnlich beweist man den folgenden

Satz 2: SeiM eine Menge. Dann gift C M.

3Erst spater wurde bewiesen, dass man sich der Widerspruchsfreiheit der Mengenlehre prinzipiell nicht sicher
sein kann.

4Auf Axiome, die nur innerhalb der Mengenlehre selbst wichtig sind, gehen wir nicht ein.

SDie Eindeutigkeit dieser Menge folgt aus Axiom 2.
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BEWwEIS: Wir miissen die Implikation € () = x € M zeigen. Da die Voraussetzung aber fur
alle z falsch ist, ist die Implikation trivialerweise immer wahr. Daraus folgt die Behaupiiing.

Wir kénnen nun die Frage beantworten, ob es die Menge aller Mengen gibt. Wenn es sie
gébe, so musste sie per Definition alle anderen Mengen (und sich selbst!) enthalten. Es gilt
aber der

Satz 3: Fur jede Mengé/ gibt es eine Mengé/, so dass\ ¢ M gilt.

BEWEIS: WahleN = {z € M | x ¢ = }. Nehmen wir anV € M. Es mussV € N oder

N ¢ N gelten. Sei zunéchst € N. Dann folgt ausV € M direkt N ¢ N. Ist andererseits
N ¢ N, so gilt wegenN € M dochN € N. Man erhélt so oder so einen Widerspruch. Also
kann nurN ¢ M gelten. O

Nun da wir gesehen haben, dass es die Menge aller Mengen nicht gibt, missen wir uns die
Exitenz der Potenzmenge durch ein Axiom verschaffen.

Axiom 4 (Potenzmengenaxiom):Zu jeder Menge\l gibt es eine Meng® (M), die genau
aus den Teilmengen vavi besteht.

Nun sind wir wieder dort angelangt, wo wir den Bereich der naiven Mengenlehre verlassen
hatten. Wir werden aber noch etwas weiter gehen und zusétzliche Axiome angeben, die uns
spater nutzlich erscheinen werden.

Axiom 5 (Paarmengenaxiom): Zu je zwei MengenVl und N gibt es eine Menge, welche
genauM undN als Elemente hat.

Axiom 6 (Vereinigungsmengenaxiom): Zu jeder Menge\l gibt es eine Menge, die genau
aus den Elementen der Elemente wdrbesteht.

Diese beiden Axiom werden wir im nachsten Abschnitt benutzen, um wichtige Operationen
auf Mengen einzufihren. Wir gehen deshalb hier nicht nédher darauf ein.

Wir werden spater die Notwendigkeit spuren, auch Mengen mit unendlich vielen Elementen
zu betrachten. Diese Mengen kdnnen mit unseren bisherigen Mitteln nicht konstruiert werden.
Wir wahlen unser Axiom aber jetzt bereits so, dass wir es spater verwenden kénnen, um in
sehr naturlicher Weise die Menge der natirlichen Zahlen zu definieren.

Axiom 7 (Unendlichkeitsaxiom): Es gibt eine Menge, di&und mit jedem Element/ auch
die Menge enthélt, die aud und den Elementen vall besteht.

Das mit Abstand umstrittenste Axiom der Mengenlehre ist das sogenaasteahlaxiom
Es gibt viele Analogien zwischen dem Auswahlaxiom und dem Parallelenaxiom aus der eukli-
dischen Geomtrie. Auch hier hat man zunéchst versucht, es aus den anderen Axiomen herzu-
leiten, bis schliel3lich gezeigt werden konnte, dass es unabhéangig von den restlichen Axiomen
ist. Seine Einfuhrung hat Vor- und Nachteile. Der Vorteil liegt darin, dass man durch das Aus-
wahlaxiom Satze von grol3er Allgemeinheit beweisen kann, wie z. B. dass jeder Vektorraum
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eine Basis besit2t Ein Nachteil ist, dass viele unnatirlich scheinende Satze gelten, wie et-

wa das Banach-Tarski-Paradoxon. Dieses Paradoxon besagt anschaulich gesprochen, dass es
maoglich ist, eine Kugel so in endlich viele Sticke zu zerlegen, dass man die Stlcke zu zwei
Kugeln gleicher GroRe wie die Ausgangskugel wieder zusammensetzen kann. Nichtsdesto-
trotz werden wir auf das Auswahlaxiom nicht verzichten.

Axiom 8 (Auswahlaxiom): Das kartesische Produkt einer nichtleeren Familie von nichtlee-
ren Mengen ist nichtle€r

2.3 Operationen auf Mengen

Wir haben im letzten Abschnitt eine Reihe von Axiomen kennengelernt, auf der wir unsere
Mengenlehre aufbauen. Wir kimmern uns nun darum, was wir mit diesen Axiomen anfangen
konnen.

Wir konstruieren zunéchst di¥ereinigungsmengeweier Mengen)/ und N. Diese soll
aus den Elementen val/ und N bestehen. Wir bilden daher zunachst mit Hilfe des Paar-
mengenaxioms die Mendé\/, N'}. Nun kénnen wir mit dem Vereinigungsmengenaxiom die
Menge bilden, welche aus den Elementen der Elementg ¥6nV} besteht, was genau die
gesuchte Vereingungsmenge ist. Diese Menge wirdhit N bezeichnet.

Weiter kann man die Elemente var und NV suchen, welche in beiden Mengen vorhanden
sind. Diese Elemente bilden d&chnittmengeon M und N. Man erhélt sie leicht aus dem
Aussonderungsaxiom tb&f NN := {x € M | = € N }. Zwei Mengen hei3edisjunki
falls gilt M N N = (.

Die letzte fundamentale Operation ist die Bildung BesstmengeHier suchen wir die Ele-
mente, die inV/ aber nicht inV enthalten sind. Diesistanaldd\ N :={x € M | = ¢ N }.

Ist N C M, sonenntmaid/ \ N auch dakomplementon N in M und schreibt dafil ,, IV,
oder wenn die Obermeng¥é klar ist auch kurd V.

Betrachten wir nun ein Beispiel. Es s¥i:= {1,2,3,4}, N := {3,4,5}. DannistM UN =
{1,2,3,4,5}, MN N = {3,4} und M \ N = {1,2}.

Wir kbnnen nun ohne groR3e Anstrengung aus den Gesetzen der Logik Rechenregeln fir die
Mengenoperationen ableiten. Wir halten dies fest in dem folgenden

Satz 4: Flir die Vereinigung und den Schnitt von Mengen N undO gelten die folgenden
Regeln:

() Kommutativgesetz:

MUN = NUM, MNONN=NNM

(i) Assoziativgesetz:

(MUN)UO=MU(NUO), (MAN)NO=Mn(NNO)

SDieser Satz wird erst dann spektakular, wenn man Vektorraume mit iberabzahlbarer Basis betrachtet.
’Das kartesische Produkt wird in Abschriit8, Familien von Mengen in Abschnigt 4 eingefiihrt. Woher der
Name Auswahlaxiom kommt, wird in Anhamgbeleuchtet.
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(iii) Distributivgesetz:

MUNNO)=(MUN)N(MUO,), MN(NUO)=(MNN)U(MnO)

(iv) ldempotenzgesetz:
MUM = M, MNM=M

(v) Absorptionsgesetz:
MU(MNN)=M, MN(MUN)=M

(vi) de Morgan-Gesetz:
C(MuN)=CMnCN, CMnN)=CMUCN.

BEWEIS: Da die Beweise sehr technischer Natur sind und kaum neue Einsichten bringen,
beschranken wir uns auf den Beweis des ersten Distributivgesetzes und des ersten de Morgan-
Gesetzes. Wir zeigen also zunachsty (N N O) = (M UN) N (M UO).

Seidazur € M U (N N O). Dann giltz € M oderz € N N O. Im ersten Fall folgt aus
x € Mdirektz € M UN undz € M UO, also auche € (M UN) N (M UO). Im zweiten
Fallistz € N undx € O, also zunachst € M U N undz € M U O und dann erneut
x € (MUN)N(MUO). Damit folgt ,C*.

Nun zeigen wir D*. Seialsor € (MUN)N(MUO). Dann giltx € MUN undz € MUO.
Daraus folgtr € M oderz € N undx € O. Alsogiltz € M U (N NO).

Jetzt beweisen wilt (M UN) =CM NCN.

,C“ Wegenz € C(MUN)giltz ¢ M UN,alsoxr ¢ M undz ¢ N. Damitistx € C M
undz € C N, worausr € C M nC N folgt.

,2“ Seinunz € CM NCN. Dann giltz € CM undx € CN, alsoxr ¢ M undz ¢ N.
Daraus ergibt sich ¢ M U N und schlieRlich: € C (M U N). O

Nutzlich sind weiter die folgenden Formeln fir Restmengen:

Satz 5: Fur die Verkntipfung der Mengevi, N undO gilt
(MAN)NO =(M\O)N(N\O), (MUN)\O=(M\O)U(N\O),
(M\N)\O =M\ (NUO,), M\ (N\O)=(M\N)U(MnO),
MCN&CNCCM
CCM)= M.
BEWEIS: Wir beweisen nur die erste Formel und lassen den Rest als Ubungsaufgabe fiir den
Leser.

,C“ Seialsor € (M NN)\O.Dannistec € MNNundz ¢ O N (MnNN).Also ist
insbesondere € M undx € N. Da aberauch ¢ ON M undz ¢ ON N folgtz € M \ O
undz € N\ O,alsoz € (M \ O)N (N \ O).

,2" Seinunz € (M \ O)N(N\ O).Danngiltz € M\ Oundz € N\ O. Daraus

folgt € M undz € N, alsox € M NN sowiex ¢ M NOundz ¢ N N O, was auf
x ¢ ON (M N N) fahrt. Damit ergibt siche € (M N N) \ O. O
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Die Aufzahlung der Elemente einer Menge spielt bekanntlich keine Rolle. So ist etwa
{z,y} = {y, z}. Haufig ist aber die Reihenfolge der Elemente von entscheidender Bedeutung.
Wir mussen daher eine neue Konstruktion einfiihren, welche es uns gestattet, die Reihenfolge
der Elemente zu unterscheiden. Wir kdnnen nach dem Paarmengenaxiom aus der:Menge
die Menge{z} und zusammen mit der Mengedie Menge{z, y} konstruieren. Erneute An-
wendung des Paarmengenaxioms ergibt die Medge, {z, y}}. Wir definieren daher das

geordnete Paaals
(z,y) == {{=z}, {z, y}}.

Man sieht dann leichtz, y) # (v, z) falls x # y. Weiter definieren wir fir drei Elemente das
Tripel

(z,y,2) = ((z,9), 2).

Wir vereinbaren jedoch, zwischen den Ausdrickéen y), z) und (z, (y, z)) nicht zu unter-
scheiden und schreiben in beiden Falleny, z). Wie einn-Tupel bestehend ausgeordneten
Elementen, zu definieren ist, liegt nun auf der Hand. Man nennj-tiag&lement eines solchen
Tupels auch dig-te Komponenteles Tupels.

Nun kénnen wir in Vorbereitung auf das nachte Kapitel dagesische Produkzweier
MengenM und N definieren. Darunter verstehen wir die Menge aller geordneten Paare von
Elementen aud/ und N

M x N:={(z,y) e P(P(MUN))| z€ MANye N }.
Das Produkt von drei Mengen ist dann entsprechend
M xNxO:=(MxN)xO.

Auch hier machen wir keinen Unterschied zwiscli#hx N) x O undM x (N x O), sondern
schreiben immen/ x N x O.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 1: SeienM und N Mengen. Zeige:
a) M=(M\N)U(MNN)
b) MUN = (M\ N)UN,
und diese Vereinigungen sind disjunkt.
Aufgabe 2: Zeige:
a) {z,y} ={z,2} =y =2
b) (z,y) = (a,b) & x=aAy=0.

Aufgabe 3: SeienM, N, O und P Mengen. Zeige:
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a) MN(N\O)=(MNN)\(MnNO)
b) (M xO)U(N x P)C (MUN)x (OUP).
Gilt statt der zweiten Inklusion auch Gleichheit?

Aufgabe 4: SeienM und N Mengen. Gibt es zu jeder TeilmengeC M x N Teilmengen
PCMundQ CNmMitO =P xQ?
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3 Abbildungen

3.1 Relationen

Bevor wir in diesem Kapitel den in der Mathematik absolut fundamentalen Begriff der Ab-
bildung einfiihren, missen wir uns mit der Vorstufe der Abbildung beschéaftigen, namlich der
Relation.

Definition 1 (Relation): SeienM und N Mengen. Jede Teilmenge C M x N heilstRela-
tion zwischenM undN'. Fiir(z,y) € R schreibt man auchRy.

Wir werden uns nicht lange mit dieser allgemeinen Definition aufhalten und gleich zwel
wichtige Spezialfalle betrachten.

Definition 2 (Ordnungsrelation): Eine Relationk C M x M hei3tOrdnungsrelationwenn
furallex,y,z € M gilt

() Reflexivitét:
xRz

(ii) Antisymmetrie:
TRyNyRrx =z =y

(ifi) Transitivitat:
xRy NyRz = xRz.

Man sagt dann auch, daRsauf M eine Ordnungdefiniert. Eine Ordnung heil86tal, wenn
fur allex,y € M gilt x Ry oderyRzx.

Ist eine Ordnung total, so bedeutet dies, dass man zwei Elemente der Menge stets mitein-
ander vergleichen kann. Ein einfaches Beispiel fur eine Ordnungsrelation ware die kleiner-
gleich-Beziehung auf der Menge der reellen Zahlen. Diese Ordnung nennt man auch kanoni-
sché Ordnungsrelation auR, um sie von moglichen weiteren OrdnungsrelationenRaafi
unterscheiden. Diese Ordnung ist sogar total. Man beachte, dass die kleiner-Beziehung keine
Ordnungsrelation definiert, da die Reflexivitat verletzt ist!

Ein weiteres Beispiel fur eine Ordnungsrelation wa@/) mit xRy < x C y, wobei M
eine beliebige Menge istund y € P(M).

Der Begriff ,kanonisch* wird in der Mathematik im Sinne von ,natirlich* verwendet, womit gemeint ist,
dass es zwar mehrere Objekte von der gleichen Sorte gibt, eines aber in gewisser Weise vor allen anderen
ausgezeichnet ist.
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Hat man eine Ordnungsrelatidf vorliegen, so schreibt man stdttauch gerne<. Man
definiert danmc < y = x < y Ax # y. Weiter setzt many > z <z < yundy > z &
T <uy.

Eine strikte Ungleichung wird nur selten benétigt. Wir verwenden daher meistedsnn
man kann damit genauso gut abschéatzen und braucht keine Spezialfalle zu betrachten, in denen
aus der strikten Ungleichung vielleicht doch eine Gleichung werden kénnte. Wenn in den
Formeln also ein striktes auftaucht, so nur dann, wenn es absolut notwendig ist.

Definition 3: SeilM eine geordnete Menge ud C M eine Teilmenge. Ein Elemente N
heil3t

() Maximum (bzw. Minimum) von N, wenn fiir alley € N gilty < x (bzw.y > x).

(i) maximales(bzw. minimaleg Elementvon N, wenn fiur alley € N ausx < y (bzw.
x >y)folgtx = y.

Es heil3stc € M obere(bzw.unterg Schrankevon N, wenn flir alley € N gilt y < x (bzw.
y > x). Die MengeN heilstnach obenbzw. unter) beschranktwenn es eine obere (bzw.
untere) Schranke gibt. Sie heiBéschranktwenn sie nach oben und nach unten beschrénkt
Ist.

Eine obere (bzw. untere) Schrankéeilst Supremumbzw. Infimum), wenn fiir jede wei-
tere obere (bzw. untere) Schrankgilt y > = (bzw.y < z).

Das Supremum (bzw. Infimum) ist, wenn es existiert, die kleinste (bzw. grol3te) obere (bzw.
untere) Schranke.

Das Maximum (bzw. Minimum) einer Menge ist, wenn es existiert, eindeutig bestimmt.
Denn sindz, y € N zwei Maxima, so giltz < y undy < x. Aus der Antisymmetrie VORC
folgt dannx = y.

Den Unterschied zwischen Maxima und maximalen Elementen sieht man nur dann, wenn
die Ordnung nicht total ist. Die Definition des Maximums erfordert namlich, dass sich alle
y € N mit x vergleichen lassen. Beim maximalen Element ist nur gefordert, dass es keine
y € N gibtmitz < v.

Wir betrachten die Meng@/ := {2,3,...,10} und definieren fir,y € M die Relation
x <y, wennz die Zahly teilt, d. h. wenn es eine ganze Zahyjibt mity = zz. Man rechnet
leicht nach, dass in der Tat eine Ordnugnsrelation ist.

Diese Ordnung ist aber nicht total, z. B. siBdind 4 nicht vergleichbar. Die Mengé/
hat offenbar kein Maximum, da keine Zahl durch alle anderen teilbar ist. Dagegen gibt es
maximale Elemente, und zwar genau die Primzahlel/in

Wir fihren die Bezeichungemax N fir das Maximumymin N fur das Minimum,sup N
fur das Supremum unigf N fur das Infimum der Mengé' ein.

Satz 6 (Approximationseigenschatft): SeiM eine total geordnete Meng®, C M eine Teil-
menge una: € M. Dann istc = sup N genau dann, wennobere Schranke ist, und wenn es
fur alley € M mity < x einz € N gibt mitz > y.
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BEWEIS: Die Kontraposition der Aussage ,igtobere Schranke, so gilt > z* lautet ,ist
y < x, SO isty keine obere Schranke®. Undist genau dann keine obere Schranke, wenn es
einz € N gibt mitz > . O

Die Approximationseigenschaft ist nur eine Umformulierung der Definition des Supre-
mums, aber sie wird in der Analysis viel benutzt. Wie lautet die analoge Charakterisierung
des Infimums?

Definition 4 (Aquivalenzrelation): Eine RelationR C M x M heil3t Aquivalenzrelation
wenn fir allex, y, = € M gilt

() Reflexivitat:
rRx

(i) Symmetrie:
xRy = yRx
(i) Transitivitét:
xRy NyRz = zRxz.
Firxz € M heiBSt[z] := {y € M | yRxz} die Aquivalenzklassevon z. Man nenntr den

Reprasentanteder Aquivalenzklassg]. Die Menge aller Aquivalenzklassénzxz] € P(M) |
x € M } wird mit M /R bezeichnet.

Ein bekanntes Beispiel fur eine Aquivalenzrelation waren wieder die reellen Zahlen mit
TRy & x = y. Die Aquivalenzklassen waren in dem Fall einfach= {z}.

Ein weiteres Beispiel mit enormer Bedeutung fir die elementare Zahlentheorie bilden die
sog.Restklassen Hier betrachtet man fur ein € N\ {0} aufZ die Relation

2Ry & 4 1o —y=kn. (3.2)
kEZ

Die Aquivalenzklassehsind dann genau die Zahlen, die nach Division dutctenselben
Rest ergeben. Zum Beispiel gibt es fiir= 3 die Restklassen

0]={...,—6,-3,0,3,6,...}
M ={...,-5-2,1,4,7,...}
2] ={...,—4,-1,2,5,8,... }.

Man beachte, dass bspj\&| = [5], denn2 und5 bilden nach Division durch 3 denselben Rest.
Somit sind in unserem Beispiél und 5 Reprasentanten derselben Aquivalenzklasse. Man
muss daher, wenn man Operationen auf Aquivalenzklassen einfiihrt, aufpassen, dass diese
Reprasentanten-unabhangig sind. Wir werden spater darauf zuriickkommen.

Wir kénnen an diesem Beispiel noch zwei weitere Dinge sehen. Erstens stellt man fest,
dass durch die Vereingung aller Restklassen wieder die Ausgangsmenge entsteht, also dass
[0Ju[1]U[2] = Z. Zweitens bilden die Aquivalenzklassen eine disjunkte Zerlegung der Menge
Z.. Wir halten dies nun allgemein fest in dem

2Eine Einfiihrung findet der interessierte Leser im Artikel iibehlentheorie
SFir die Menge der Restklassen hat sich die Bezeichfing. eingebiirgert.
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Satz 7: SeiM eine Menge undk eine Aquivalenzrelation aufl. Dann gilt:
() [z] =yl & =Ry
(i) M= | [z]

(ii)) [z] N[yl # 0 = [z] = [y].

BEWEIS:
(i) ,=": Sei[z] = [y]. Dann folgt aus: Rz direktz € [z] = [y], alsox Ry.
,<": Es gelte nunzRy. Seiz € [z]. WegenzRx und xRy folgt 2Ry, alsoz € [y].
Daraus folgfz] C [y]. Analog erhalt marny| C [z], also insgesanit:| = [y].

(i) WegenzRx gilt = € [z] fur allex € M. Daher musqz} C [z] gelten. Wir erhalten
damit die Inklusionskette

M:U{x}g U[x]gM

xeM zeM
woraus sofort die Gleichheit folgt.

(i) Sei[z] N[y] # 0, d.h. es gibt ein € [z] N [y]. Daraus ergibt sich € [z] undz € [y].
Also gilt zRy und mitz Rz auchx Rz, worause Ry, also[x] = [y], folgt. O

Eine Zerlegung einer Menge mit den oben genannten Eigenschaften heil3t eine Partition
dieser Menge.

Definition 5 (Partition): Eine Teilmenge® C P(M) heil3tPartitionvon M, wenn fiir alle
N,O € P gilt

() M= N

NeP

(i) NNO#0= N =0.

Obiger Satz zeigt, dass die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation auf einer Menge
eine Partition vonV/ bilden. Umgekehrt liefert jede PartitiaR von M eine Aquivalenzrela-
tion, wenn man zwei Elemente y € M fur aquivalent erklart, wenn sie in derselben Menge
N € P liegen. Die Aquivalenzklassen sind dann gerade die Elementé’von

“Die Bedeutung der Schreibweisg) [z] bzw. |J {x} sollte intuitiv klar sein; sie wird in Abschnif.4streng
zeM xeM
begrindet.

22



3.2 Abbildungen

Durch Relationen werden Verbindungen zwischen Elementen verschiedener Mengen herge-
stellt. Von besonderer Bedeutung sind solche Relationen, bei denen einem Element einer Men-
ge genau ein Element einer anderen Menge zugeordnet wird.

Definition 6 (Abbildung): SeienM undN Mengen undr eine Relation zwischekl undN .
Gibt es zu jedem: € M genau einy € N mit xRy, so nennt man das Trip¢l:= (M, N, R)
Abbildung von M nachN. Man nenntk den Graphenvon f und schreibGrf := R. Die
MengeM hei3tDefinitionsmenggedie MengeN Zielmenge Dasy € N zux € M mit xRy
wird mit f(x) bezeichnétMan schreibt dann

f: M — N:z+— f(x).

oder libersichtlicher
f: M — N
W W

r — (o)

Man nenntf (x) dasBild desUrbildesxz unter der Abbildung’. Ebenso definiert man flr eine
beliebige Teilmeng® C M das Bild der Meng® unterf als

fFO)={f(x)| €O}
Fir eine Teilmeng® C N nennt man die Menge
[Py ={zeM]| f(x) e P}
das Urbild vonP. Ist P = {y} mity € N, so heil3t die Menge
fy) = {y})
Fasertibery.

Zwei Abbildungen sind gemal3 der Definition gleich, wenn Definitionsmenge, Zielmenge
und Graph gleich sind, denn die Gleichheit der Abbildungen entspricht der Gleichheit der Tri-
pel. Man beachte also, dass die Zuordnungsvorschift die Abbildung nicht eindeutig bestimmt!

Wir betrachten als Beispiel die Abbildung

17— 7 x— 2’

Diese Abbildung ordnet jeder ganzen Zahl ihr Quadrat zu. Wie man an diesem Beispiel sieht,
braucht nicht jedes Element der Zielmenge ein Urbild zu haben, denn es giht keithymit

f(x) = —1. Ebenso kann ein Bild durchaus mehrere Urbilder haben, wie mdn- 8 =

12 = 1 sieht. Da diese beiden Eigenschaften aber durchaus wichtig sind, trifft man folgende

5 Manchmal lasst man die Klammern auch weg und schreibt einfach
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Definition 7: SeienM, N Mengen undf: M — N eine Abbildung. Dann heift
(i) surjektiv, wenn es fiir jedeg € N einxz € M gibt mity = f(x)
(i) injektiv, wenn aus: # y folgt f(x) # f(y)

(iii) bijektiv, wennf surjektiv und injektiv ist.
Die Abbildung f nennt man dann auch entsprech&wljektion Injektion oderBijektion.

Far f: M — N hei3t f(M) auchWertemeng&on f. Die Abbildung f ist damit offenbar
genau dann surjektiv, wenf(M) = N gilt, wenn also die Wertemenge gleich der Zielmenge
ist. Zum Beweis der Injektivitat wird in der Regel die Kontraposititin) = f(y) = x =y
verwendet.

Wir besprechen nun einige Beispiele. Fir eine Mengé&ann man dideere Abbildung
(0, N, 0) definieren. Wie sieht es mit ihrer Injektivitat und Surjektivitat aus?

Die Abbildung

dy M — M:z+—=x

heiRtidentische Abbildungder Identitat auf A/ und bildet jedes Element aud auf sich
selbst ab. Sie ist klarerweise eine Bijektion.
Beim kartesischen ProduRtl x N definiert man did°rojektionen

pri: M x N — M: (z,y) — z
und
pry: M x N — N: (z,y) — v.

Sie ordnen jedem Paar die erste bzw. zweite Komponente zu. Oft werden auch die Bezeich-
nungenpr,, bzw.pr, gewahlt.
Ist auf einer Mengé/ eine Aquivalenzrelatio definiert, so heif3t die Abbildung

7 M — M/R: z — [x]

kanonische Projektiomder kanonische SurjektiorSie ordnet jedem Element alg¢ seine
Aquivalenzklasse zu.

Man kann Abbildungen hintereinanderschalten (askketten. Sind etwaf: M — N und
g: N — O zwei Abbildungen, so wird durch

go i M — 0tz g(f(x))

daskKompositunvon f undg definiert. Man verdeutlicht sich dies gern an einr@mmutativen
Diagramn?:
M—L-N

PN

@)

6Man hiite sich, ein solches Diagramm zu malen, falls es nicht kommutiert!
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Esist klar, dassi.Af o g # g o f gilt. Aus dem Diagramm geht sogar hervor, déssg gar
nicht zu existieren braucht, obwohb f existiert. Die Komposition von Abbildungen ist also
nicht kommutativ! Dafur gilt das Assoziativgesetz:
Satz 8: Seienf: M — N,g: N — O undh: O — P Abbildungen. Dann gilt. o (go f) =
(hog)o f.
BEWEIS: Fur allex € M gilt

(ho(go f))(x)=h((go f)(x)) = h(g(f(z)) = (hog)(f(z)) = ((heg)o f)(z). O

Ist M C N eine Teilmenge, so hennt man
iy M — N:x+——=x

InklusionoderEinbettungvon M in N. Da sie offenbar injektiv ist, wird sie audtanonische
Injektiongenannt. Hat man zusatzlich eine AbbildufgN — O, so heil3t

flar = foinm
Einschrankungvon f auf M.Entsprechend heil3t fir jede Menge O N eine Abbildung
g: P — O Fortsetzung/on f auf P, wenng|,, = f gilt.
Als letztes Beispiel fuhren wir di&mkehrabbildungoderinverse Abbildungein. Diese
ist nur dann definiert, wenifi: M — N bijektiv ist. Sie ordnet jedem € N das eindeutig
bestimmte Urbildf ! (y) unter f zu und wird mitf~! bezeichnet:

fﬁltN—>M:y»—>f71(y).

Offenbaristfof~! = idy und f o f = id,,. Die Umkehrabbildung ist daher nach Aufgabe
ebenfalls bijektiv.

Wir gehen nun noch etwas genauer auf das Zusammenspiel von Abbildungen und Aquiva-
lenzrelationen ein. Wir beginnen mit der

Definition 8: SeienM, N Mengen undR eine Aquivalenzrelation au¥!. Eine Abbildung
f: M — N hei8tvertraglichmit R, wenn fiir allex,y € M mit xRy gilt f(z) = f(y).

Die Vertraglichkeit der Abbildungf sagt also aus, dass Elemente der gleichen Aquivalenz-
klasse unteyf dieselben Bilder haben. Fur solche Abbildungen gilt der folgende

Satz9: Seif: M — N eine mit der Aquivalengrelatioﬁi auf M vetragliche Abbildung.
Dann existiert eine eindeutig bestimmte Abbilduftgh /R — N, so dass

M—L-nN
”l /;
M/R
kommutiert.
BEWEIS. Wir betrachten die durci([z]) := f(z) gegebene Abbildung. Wir zeigen zunachst,
dass sie wohldefiniert ist, d. h. dass ihr Wert unabhangig vom Reprasentaisteisei also
y € [z], dann giltz Ry und wegen der Vertraglichkeit vohauch f(x) = f(y). Nun zeigen

wir die Eindeutigkeit. Sei dazzti eine Abbilung mit der gewlinschten Eigenschaft. Dann muss
f = fomqgelten, alsof (x) = f([z]). Das ist aber genau unsere Definition yogewesen(]

25



3.3 Machtigkeit von Mengen

Unter derMachtigkeitoderKardinalitat einer endlichen Mengé/ versteht man die Anzahl

der Elemente der Menge. Man schreibf| = n , # M = n oder auckeard M = n, wenn die

Zahl der Elemente voi/ gleichn ist. Soist{1, 2, 3}| = 3. Interessant wird der Machtigkeits-
begriff aber erst, wenn man unendliche Mengen betrachtet. Doch wie kann man definieren,
wann eine Menge unendlich ist?

Definition 9: Eine Menge\l heifstunendlich wenn es eine Bijektion zwischévi und einer
echten Teilmenge vohl gibt.

Wir betrachten als Beispiel den
Satz 10: Die Menge der nattirlichen Zahlen ist unendlich.

BEWEIS: Als Beweis wéhlen wir die geraden Zahl@hals echte Teilmenge der naturlichen
Zahlen und definieren eine Abbildurfgdurch

fiN— G: n+— 2n.
Man sieht leicht ein, dasg bijektiv ist. O

Klarerweise ist auch jede Obermenge einer unendlichen Menge unendlich.

Man nennt zwei endliche Mengen gleichméachtig, wenn sie die gleiche Anzahl von Elemen-
ten haben. Anders ausgedruckt kénnen wir eine Bijektion zwischen den Elementen der einen
und den Elementen der anderen Menge angeben. Dieses Prinzip lasst sich auch auf den Fall
unendlicher Mengen ubertragen.

Definition 10: Zwei Mengen heil3egleichmachtig wenn es eine Bijektion zwischen ihren
Elementen gibt.

Wir werden nun zeigen, dass die Potenzmenge einer M&hgeht grol3er ald/ selbst ist.
Im Falle endlicher Mengen werden wir dies in Sa@zl erneut sehen, wenn wir die Mé&chtig-
keit einer Menge aus Elementen konkret berechnen kénnen. Wir beweisen nun jedoch ein
viel allgemeineres Resultat, das insbesondere fir unendliche Mengen gilt:

Satz 11: Es gibt keine Surjektion zwischevi undP(M).

BEwEIS: Wir fuhren den Beweis durch Widerspruch, nehmen also an, eine solche Surjektion
existiere. Dann ordnen wir jedeme M eine MengeV € P(M) so zu, dass die Zuordnung
surjektiv ist. Es kanmn: in IV enthalten sein oder auch nicht. Nun betrachten wir die Menge
Q allerz € M, fur die gilt: x ist nicht Element der ihm zugeordneten Menge(2 besteht

aus Elementen von/, ist also eine Teilmenge val und daher ein Element voR(M ). Da

die Zuordnung surjektiv ist, gibt es ein Element M, dem() zugeordnet ist. Ist nun ein
Element von(2? Falls ja, dann widerspricht das der Definition onFalls nein, so muss

laut Definition von(2 ein Element vori2 sein. So oder so ergibt sich ein Widerspruch. [J
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Es stellt sich nun naturlich die Frage, in welchem Sinne bgp\) groRer ist alN. Kann
man dies irgendwie anschaulich einsehen? Wir gehen dieser Frage auf den Grund, indem wir
mehrere Abstufungen fir unendliche Mengen einfuhren.

Definition 11: Eine Menge heil3abzahlbarwenn sie gleichméchtig zu einer Teilmenge von
N ist. Ansonsten heif3t sigberabzahlbar

Offensichtlich ist jede endliche Menge abzéahlbar. Die unendlichen Mengen, welche abzahl-
bar sind, sind in gewissem Sinne die kleinsten unendlichen Mengen. Wie der Begriff schon
andeutet bedeutet dies, dass man alle Elemente einer solchen Menge in einer (unendlichen)
Liste aufschreiben kann. Wie wir bald sehen trifft dies verbluffenderweise noch lange nicht
auf jede unendliche Menge zu. Fur unser weiteres Vorgehen benutzen wir die Tatsache, dass
das Kompositum bijektiver Abbildungen bijektiv ist (siehe Aufgat)e Wir schreiben nun
M ~ N, falls M und N gleichmachtig sind. Aus den Eigenschaften bijektiver Abbildungen
folgt dann sofort, dass durch eine Aquivalenzrelation definiert ist (auf der Menge, die alle
betrachteten Mengen enthalt).

Satz 12: Eine abzé&hlbare Vereinigung abzé&hlbarer Mengen und das kartesische Produkt zwei-
er abzahlbarer Mengen ist wieder abzéhlbar.

BEwEIS: Da der Fall endlicher Mengen trivial ist, betrachten wir nur unendliche Mengen.
Wir zeigen zunachst, dass die Vereinigung zweier abzahlbarer Mevigend N wieder ab-
zahlbar ist. Wir kdnnen ohne Einschrankung (o. E.) als Teilmengé\vdie MengeN selbst
nehmen. Dann gilt nach Voraussetzuvig~ N und N ~ N. Da abelN auch gleichmachtig zu

der Menge der geraden Zahlénund der Menge der ungeraden Zahlérst, alsoN ~ G und

N ~ U qilt, folgt nach obiger Bemerkungy/ ~ GundN ~ U. Mit MUN ~ GUU = N folgt

die Behauptung. Aus wiederholter Anwendung dieser Uberlegung ergibt sich sofort, dass eine
endliche Vereinigung abzahlbarer Mengen abzahlbar ist. Fur eine unendliche abzahlbare Ver-
einigung gehen wir wieder o. E. davon aus, dass alle Mengen unendlich sind und bezeichnen
mit z; ; das(i + 1)-te Element def;j + 1)-ten Menge. Nun betrachten wir die Abbildung

(i+7)6i+j+1)
2

fiNXN—N: (i,5) — +3.

Diese gibt an, wie man alle Elemente der Vereinigung durchzéhlen kann. Wir werden in
Satz96 sehen, dass diese Abbildung in der Tat eine Bijektion Mor N nachN ist. Fol-
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gendes Schaubild soll dies verdeutlichen:

Dabei bedeutet der hochgestellte Index die dyrebigewiesene Stelle in der Vereinigung. Da-
mit haben wir gleichzeitig bewiesen, dass das kartesische Produkt zweier abzéhlbarer Mengen
abzahlbar ist. Dazu braucht man namlich nur die Paarg;) mit z;; zu identifizieren. [

Damit ist naturlich die Menge der ganzen Zahkabzahlbar (als Vereinigung der Menge
der nattrlichen Zahlen einmal mit positivem und einmal mit negativem Vorzeichen). Da man
jede rationale Zahl au® durch Zahler und Nenner darstellen kann, welche beidgliagen,
gilt der

Satz 13: Die Menge der rationalen Zahlen ist abz&hlbar.

Andererseits wissen wir aber auch schon, da88) Uberabzahlbar ist. Es gibt aber auch noch
eine allseits bekannte Menge, welche tUberabzéahlbar ist.

Satz 14: Die Menge der reellen Zahlen ist liberabzé&hlbar.

BEWEIS: Es reicht zu zeigen, dass die reellen Zahlen im Interf¢all] Gberabzahlbar sind.
Angenommen, die reellen Zahlen in diesem Intervall waren abzahlbar unendlich. Dann musste
folgende Liste alle enthalten:

n = 0>$1,1$1,2$1,3$1,4ZU1,5 cee
Ty = 07552,1$2,2$2,3$2,4$2,5 cee
r3 = 0,031732733734735. ..

Ty = 0,$4,1$4,2$4,3$4,4$4,5 cee

Dabei stehen die Ziffern; ; entweder fuo oderl; die Darstellung erfolgt also im Dualsystem.
Es lasst sich aber nun folgendermal3en eine Zahl konstruieren, die in der Liste nicht vorkommt:
Wir definieren die Abbildung

1 falls =0
0 falls =1

VK {0,1}—>{0,1}:x|—>{
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und stellen fest, dass die Zah, y2ys . . ., welche durchy,, :== f(z,,,) gegeben ist, mit, in
der 1. Nachkommastelle nicht Ubereinstimmt, miticht in der 2., und mit,, nicht in der
n-ten. Damit ist sie in der Liste nicht enthalten. Widerspruch! O

Die Menge der reellen Zahlen hat also eine grél3ere Machtigkeit als die Menge der nattrli-
chen Zahlen. Man bezeichnet die Machtigkeit der Menge der natirlichen Zahleg'niie
kleinste Machtigkeit, welche echt groRRer algsist, istX;. Die Kontinuumshypothedsesagt,
dass zwischen der Machtigkeit der reellen Zahlen und der der nattrlichen Zahlen keine weitere
Machtigkeit liegt. Dann hatte die Menge der reellen Zahlen die Méachtigkeks hat sich ge-
zeigt, dass die Kontinuumshypothese unabhangig von den Axiomen der Mengenlehre ist, d. h.
sie ist weder beweisbar noch widerlegbar und kann somit zu den Axiomen hinzugenommen
werden oder auch nicht. Dierallgemeinerte Kontinuumshyothdsesagt, dass es zwischen
der Machtigkeit einer unendlichen Menge und ihrer Potenzmenge keine weitere Machtigkeit
gibt. Damit wére ebenfallsard P(N) = X;. Die verallgemeinerte Kontinuumshypothese ist
ebenfalls unentscheidbar.

3.4 Familien von Mengen

Wir haben im letzten Abschnitt die Elemente einer Menge durchnummeriert und sie zur Kenn-
zeichnung mit einem Index versehen. Den mathematischen Hintergrund fur dieses Vorgehen
bildet die folgende

Definition 12 (Familie): Seienl und M Mengen. Eine Abbildung — M : i — x; heilst
durchl indizierteFamilievon Elementen ausl, geschrieben als:;);c;. Die Mengel heil3tin
diesem Zusammenhang aucfdexmengeDie Menge aller durchi indizierten Familien von
Elementen aus!, also die Menge aller Abbildungen vémachM , wird mit M bezeichnet.

In der Regel wird die Indexmenge die Menge der naturlichen Zahlen sein oder eine Teil-
menge. Es sei jedoch betont, dass eine Indexmenge keineswegs abzéhlbar sein muss. Die
Behauptung, man konne die reellen Zahlen nicht indizieren, ist also falsch. Es gibt lediglich
keine abzahlbare Indexmenge, die dies leisten kdnnte.

Die Vereinigung bzw. der Schnitt aller Bilder unter- x; wird als

el el
geschrieben. Es gilt dann
re| |y, e und rel |, e Ve ua,.
Ur e 3 (lney

el el

Die Schreibweise in Safzist also durch die kanonische Projektion zu Stande gekommen.
Ferner kdnnen wir das kartesische Produkt von Mengen verallgemeinern. Es ist

I~

el

’Aleph, erster Buchstabe des hebraischen Alphabets
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die Menge aller Familielfy;);c; mit y; € z; fur allei € I. Im Fall z; = « fur allei € I gilt

Hl’i = IEI.

el

Wir haben fir geordnete Mengéw die Bezeichnungemax, min, sup undinf eingefihrt.
Indiziert J die Elemente vonV, so ist klar, was

max x;
JjeJ

und analog flinin, sup undinf bedeuten soll. IsiV von der FormV = {x;, 2o, ..., z, }, SO
schreiben wir auch
max(xy, Ta, ..., T,) = max{ry, To, ..., Ty}

Diese Notation sagt naturlich nichts dartber aus, ob die so bezeichneten Objekte auch wirklich
existieren!

Ubungsaufgaben

Aufgabe 5: Zeige:

a) Furjede Mengé@/ ist durchz Ry < = C y auf’P(M) eine Ordnungsrelation definiert.
Ist diese Ordnung total?

b) Durch Gleichung.1ist eine Aquivalenzrelation gegeben. Leite aus inr formal die Aqui-
valenzklassen ab.

Aufgabe 6: Stelle das Ergebnis von S&anit Hilfe eines kommutativen Diagramms dar!

Aufgabe 7: Seif: M — N eine Abbildung zwischen den Mengéih und N. Zeige:
a) f ist genau dann surjektiv, wenn es eine AbbildyngV — M gibt mit f o g = idy.
b) f ist genau dann injektiv, wenn es eine AbbildungN — M gibt mitg o f = id,,.

c) f ist genau dann bijektiv, wenn es eine AbbildungN — M gibt mit f o g = idy und
g o f =id,,. Die Abbildungg ist eindeutig bestimmt.

Aufgabe 8: Seienf: M — N undg: N — O Abbildungen. Zeige:
a) Sindf undg injektiv, so ist auchy o f injektiv.
b) Sindf undg surjektiv, so ist aucly o f surjektiv.
c) Istg o f injektiv, so istf injektiv.

d) Istg o f surjektiv, so isty surjektiv.
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Aufgabe 9: SeienM, N Mengen,f: M — N eine Abbildung und), P C M sowie@, R C
N Teilmengen. Zeige:

OCP=fO)Cf(P), QCR=f'QCf'(R), und ;' (CQ)=Cr(Q):
Gib eine Abbilungf an, so dass wedgr(CO) C C f(O) nochf (CO) 2 C f(O) gilt.
Aufgabe 10: Betrachte die Situation in Sa®z Zeige:

a) Ist f surjektiv, so ist auclf surjektiv.

b) DurchzRy :< f(z) = f(y) ist eine Aquivalenzrelatio® gegeben. Fur diesegist f
injektiv.

Aufgabe 11: Es seienR; bzw. R, Aquivalenzrelationen auf/ bzw. N. Eine Abbildungf :
M — N heiRt vertraglich mit diesen Aquivalenzrelationen, wennafigy folgt f(x)Rof (y).

Zeige, dass es fur jede vertragliche Abbildung eine eindeutig bestimmte Abbifdgitd, so
dass

M—1 N

T

M/R, —L~ N/R,

kommutiert.

Aufgabe 12: Seien M, N Mengen,I,J Indexmengen,/: M — N eine Abbildung und
(O;)ier sowie (P;),ec; Familien von Teilmengew; C M, P; C N furallei € 1,5 € J.
Zeige:

mf<U@>=Uﬂ@>

i€l i€l

b) f (ﬂ@) C () f(0)

il i€l

@f*<U3)=Ufﬂﬂ>

jeJ jeJ
mf1<ﬂ%)=ﬂf%ﬂ>
jeJ jeJ

Zeige weiter, dass in b) Gleichheit gilt, werfrinjektiv ist.
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4 Algebraische Strukturen

4.1 Halbgruppen und Monoide

Bisher haben wir uns tber die Elemente der betrachteten Mengen kaum Gedanken gemacht.
Dies wird sich nun &ndern. Die einfachste Annahme, die man Uber diese Elemente machen
kann, ist die Existenz einer Verknipfung.

Definition 13 (Verknupfung): SeienM, N Mengen. Eine Abbildung
() +: M x M — M heifstinnere Verknupfung
(i) +: N x M — M hei3taulRere Verknupfung 1. Art
(i) +: M x M — N heiStaul3ere Verknipfung 2. Art

Man schreibt: + y := +(x,y).

Da der Typ der Verkniipfung sich stets aus dem Zusammenhang ergibt, werden wir meist nur
von Verkniupfungen odédperationersprechen. Die Elementeundy heil3erOperandenWir
werden in ndchster Zeit nur innere Verknupfungen betrachten. Das Charakteristikum innerer
VerknUpfungen ist, dass das Ergebnis der Verknipfung wieder in der Ausgangsmenge liegt.
Man sagt dann auch, dass die Menge unter dieser Verknlphgeschlosseist.

Ein Beispiel fur eine Verknupfung wére die Differenzbildung y auf der Menge der natur-
lichen Zahlen. Diese Verknupfung ist jedoch nicht abgeschlossen, da die Differenz negativ ist,
falls x < y gilt. Betrachtet man dieselbe VerknUpfung auf der Menge der ganzen Zahlen, so
ist sie abgeschlossen. Die Abgeschlossenheit unter Verkniipfungen wird eine wichtige Rolle
bei der Erweiterung der Zahlbereiche in Kaphepielen.

Definition 14: Eine Verkntpfung+: M x M — N heil3t
(i) kommutativ wennz +y =y + « fir allex,y € M
(i) assoziatywennx + (y+ z) = (zr +y) + z furallex,y,z € M

gilt. Im letzteren Fall kann man die Klammern auch weglassen.

Eine; € M heiftlinksneutrales Elemertizgl. der Verkntipfung-, wenn fir allex € M
gilt e, + x = x. Analog iste, € M rechtsneutralwenn stets + e, = x gilt.

Man bezeichnet; € M als ein zuxz € M linksinverses Elemenwennz; + x = ¢, gilt.
Entsprechend ist, € M ein zuz € M rechtsinverses Elememwennx + x| = e, gilt.
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In Satz105werden wir sehen, dass das Assoziativgesetz, wenn es fur die Verknipfung von
drei Elementen gilt, auf die Verkntpfung von beliebig vielen Elementen Ubertragen werden
kann.

Mengen, auf denen Verknupfungen mit bestimmten Eigenschaften definiert sind, bekom-
men besondere Namen.

Definition 15 (Halbgruppe): SeiM # () eine Menge und- eine innere Verkniipfung aif .
Ist+ assoziativ, so hei3t das P&af, +) Halbgruppe

Um die Sprache (und die Notation) nicht unnétig sperrig zu machen, werden wir nicht
zwischen der Mengé/ und der Halbgruppél/, +) unterscheiden, wenn Kklar ist, welche
Verknupfung auf\/ gemeint ist.

Satz 15: Sei(M, +) eine Halbgruppe mit linksneutralem bzw. rechtsneutralem Element. Fer-
ner existiere flir jedes € M ein linksinverses bzw. rechtsinverses Element. Dann gilt:

(i) Ein linksneutrales Element ist auch rechtsneutral und umgekebhrt.

(i) Ein zux € M linksinverses Element ist zuauch rechtsinvers und umgekehrt.

BEWEIS: Wegen der Symmetrie des Problems beweisen wir jeweils nur die erste Halfte. Sei
alsoe; € M ein linksinverses Element; € M beliebig,z; € M ein zuz linksinverses
Element undr; € M ein linksinverses Element ztf. Wir zeigen zunéchst, dass dann auch
xz+x; = ¢ gilt, und folgern daraus, dassauch rechtsneutral ist. Damit istauch rechtsinvers
zuz.

Wir rechnen

r+a=(e+z)+x;,=(z] +z)+z)+x;,= (2] +(z]+2)) +
= (v te)try=o+(e+x) =a] +7,=¢

und
I+€l=I+($E+ZL‘):(x+x2)+x:el+x:x.

Dax € M beliebig war, isk,; ein rechtsneutrales Element, und wegef z; = ¢; ist z; auch
rechtsinvers zu. O

Dieses Ergebnis fuhrt uns zu der

Definition 16: Eine € M hei3tneutrales Elemenwenne links- und rechtsneutral ist. Weiter
heiBty’ € M zux € M inverses Elemeniwennx’ zux links- und rechtsinvers ist.

Aus Satz15 folgt nun, dass in einer Halbgruppe mit den geforderten Eigenschaften jedes
links- bzw. rechtsneutrale Element automatisch neutral ist, und eine analoge Aussage gilt fur
die inversen Elemente. Dartberhinaus gilt der

Satz 16: Sei(M, +) eine Halbgruppe. Dann gilt:

(i) Existiert ein bzgl+ neutrales Element ifl, so ist dieses eindeutig bestimmt.
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(i) Existiert zuxz € M ein inverses Element’ € M bzgl. +, so ist dieses eindeutig
bestimmt.

(iii) Ist ' zux invers, so ist auch zux' invers.
(iv) Esist(z') = x.

(v) Sindz’ invers zux undy’ invers zuy, dann ist) + x' invers zux + .

BEWEIS:
(i) Seie ein weiteres neutrales Element. Dann gife e + ¢ = €.

(i) Seiz’ ein weiteres zu: inverses Element. Dann folgt
=2 +e=a'+@x+2)=(d'+2)+2 =e+2 =2

(i) Nach Definition des inversen Elements gilt+ 2/ = 2’ + © = e. Liest man diese
Gleichung von rechts nach links, so folgt die Behauptung.

(iv) Betrachte die Gleichungskette
@) =@ +e=@)+ @ +2)=(")+2")+r=c+2=1.
(v) Esqilt
(' +2)+@+y) = (W +2) +2)+y = (Y + @' +2)+y = W +e)+y =y Ty =

Analog folgt(z +y) + (v +2') =e. O

Definition 17 (Monoid): Eine Halbgruppe mit neutralem Element helifésnoid.

Wir werden in diesem Kapitel auch Verkipfungen zwischen Mengen Uber ihre Elemente
definieren. Sind etwa/, N Mengen undt- ein Verkntpfung auf\/ x N, so definiert man

M+N:={m+n|meMneN}

oder fur einm € M
m+N:={m+n|neN}

Beim Rechnen mit diesen Mengen muss man sehr vorsichtig sein, wie schon das einfache
BeispielZ + 7 = 7. #+ 27 zeigt!
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4.2 Gruppen

4.2.1 Elementare Eigenschaften

Wir haben nun die absoluten Grundlagen im Umgang mit Verknupfungen auf Mengen ken-
nengelernt. Sehr viel wichtiger als die bisherigen Strukturen ist die

Definition 18 (Gruppe): Ein Monoid, in dem jedes Element ein Inverses hat, h&ifippe
Ist die Verknlipfung zusétzlich kommutativ, so heif3t die Grugpelsch

Mit Gruppen werden wir uns nun recht ausfuhrlich befassen. Im Prinzip hatten wir schon
in Satz15 mit Gruppen zu tun, wir konnten es dort jedoch noch nicht wissen. Wie sich ge-
zeigt hat, ist die Assoziativitat einer Verknipfung viel wichtiger als die Kommutativitat, denn
letztere haben wir bis jetzt noch gar nicht benutzt. In der Gruppentheorie ist es tblich, nur
fur eine kommutative Verknipfung das Symbeku verwenden. Das zulnverse bezeichnet
man dann mit-z und das neutrale Element niit Aul3erdem setzt man— y := = + (—y).

Man spricht in dem Fall auch von dadditivenSchreibweise. Es sei jedoch betont, dass die-

se Bezeichnungen rein symbolisch zu verstehen sind und man nicht glauben sollte, Gruppen
mussten immer mit Zahlen zu tun haben. Wir werden gleich ein Beispiel kennenlernen. Ist
die Gruppe nicht abelsch, so schreibt man fur die VerknUpfuagr l&sst das Verknupfungs-
zeichen gleich weg. Das zuInverse ist danir~! und das neutrale Elemeht Dies ist die
multiplikativeSchreibweise. Man definiert fir € N undz € G je nach Schreibweise rekursiv

0z :=0, nr:=z+ (n—1)z, (—n)x = —(nx),

20 =1, "=t "= (2™) "L

In Gruppen gelten die folgenden Rechenregeln:
Satz 17: Seien(G, ) eine Gruppe und, h, k € G. Dann gilt:
(i) Kurzungsregelngh = gk = h =k undhg = kg = h = k.

(i) Es gibt genau einc € G mit g = h und ein (im Allgemeinen von: verschiedenes)
y € G mityg = h.

BEWEIS:
(i) Betrachte die Implikationen

gh =gk = g '(gh) = g '(gk) = (g7 '9)h = (g7 'g)k = 1h =1k = h = k.
Die zweite Aussage erhalt man analog.
(i) Existenz: Setze: := g~ *h. Dann gilt:
gr =g(g~'h) = (997" )h = 1h = h.
Eindeutigkeit:
h=gr=g'h=yg"(gx) = (g g)x = 1o ==
Analog flry (= hg™!). O
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Wenn man auf einer Gruppe eine Ordnungsrelation einfihren will, so ist es wiinschenswert,
dass die Ordnung die Gruppenverknupfung respektiert. Man kommt so zu der

Definition 19 (Geordnete Gruppe): Eine abelsche Grupp@ heil3t geordnet wenn aufG
eine Ordnungsrelatiod definiert ist, so dass furalle h,k € Ggilt g < h = g+ k < h+k.

Wir werden das folgende Beispiel recht ausfihrlich diskutieren. Fur eine beliebige Men-
ge M kann man die Meng®ij(M) := { f € MM | fistbijektiv} aller Bijektionen von
M nachM betrachten. Dann folgt aus den Eigenschaften bijektiver Abbildungenass
(Bij(M), o) eine Gruppe ist mit neutralem Elemedtund dem zuf inversen Elemenf—!.
Diese Gruppe heilfgymmetrische Gruppend ist in der Gruppentheorie von grol3er Bedeu-
tung. HatM eine endliche Machtigkeit, so heil3tS,, symmetrische Gruppe-ten Grades.
Die Elemente vorBij( /) heiRen danfPermutationen

Wir betrachten den Spezialfall = {1, 2, 3}. Die Permutation

frl— f(1),2+— f(2),3— f(3)

schreibt man kompakter als

( 1 2 3
f) £ f(3)> '
Wir kbnnen die Gruppé&; geometrisch interpretieren. Dazu stellen wir uns ein gleichseitiges
Dreieck vor und benennen die Ecken mjt2 und 3. Die Permutationen entsprechen dann
genau den Spiegelungen und Drehungen, die das Dreieck in sich selbst Gberfiihren. Betrachten
wir die Elemente vors; einmal in Detail:

Do (31 ))

Dy = G . g) Dise = (;
1 2 3 1 3 1 3
51:(1 32) 52:(3 1) 53:(2 3)'

Wir erkennen die Drehungen uof, 120°, 240° und die Spiegelungen an der Seitenhalbieren-
den durch Punkt, 2 und 3. Damit haben wir gezeigt, dass die Hintereinanderschaltung der
Drehungen und Spiegelungen, die ein gleichseitiges Dreieck in sich selbst Gberflihren, eine
Gruppe bildet!

Es ist interessant, sich die inversen Elemente zu einer vorgegebenen Abbildung anzuschau-
en. Das macht man am besten mit eiNerknupfungstabellevie in Tabelle4.1. Man kann
dann ebenfalls direkt sehen, dass diese Gruppe nicht abelsch ist. Es folgt Ubrigens ads Satz
dass in der Tabelle in jeder Zeile und jeder Spalte jedes Element genau einmal vorkommt.

Wir konnen die Elemente vof,, auch noch anders aufschreiben. Wir beginnen mitider
und notieren weiter (1), f(f(1)) usw. bis sich die Teilpermutation schlie3t. Wir setzen die
Teilpermutation in Klammern und machen mit der ndchsten Zahl weiter, die noch in keiner
Teilpermutation aufgetaucht ist. So ergeben sich die Schreibweisen

NN W N
N =N

Do = (1)(2)(3) Disge = (1,2,3) Dauge = (1,3,2)
S =(1)(2,3) S2 = (1,3)(2) S5 = (1,2)(3).
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o Do D0 | Dasge Si Sy S3
Dy Dgo | Diago | Daago S So S
D1gge | Di2ge | Dagge | Doe So S Sy
Doyge | Dasoe | Doe | Dyggo S Si Sy
Si Si S Sy Do | Dagge | Digge
Sy Sy Sh S Diggo | Dgo | Dagge
S3 S3 So Si Doyge | Digge | Doe

Tabelle 4.1: Verknupfungtabelle fi%.

Definition 20: Eine Permutatiory < S, hei3t Zyklus der Langek oder k-Zyklus, wenn
paarweise verschiedene Elemente. .. z, € {1,...,n} existieren mitf(z,) = xo, ...,
f(zk—1) = x, f(xg) = xy und f(xz) = x sonst. Man schreibt danfi= (xz,...,xy). Ein
Zyklus der L&dnge 2 heilSTransposition Zwei Zyklen (xy, ..., zx) und (v, ..., y;) heillen
disjunkt wenn{zy, ...z} N {y1,...,u} = 0 gilt.

Wir haben gerade gesehen, dass man jede Permutatidf audisjunkte Zyklen zerlegen
kann. Dies gilt naturlich allgemein i§,,. Weiter gilt der

Satz 18: Jede Permutation a ist ein Kompositum von Transpositionen.
BEWwEIS: Schreibe jeden Zyklus alg:1, ..., xx) = (v1, x5) (1, Tp_1) - - - (21, 22). O

Man kann also jede beliebige Permutation durch wiederholtes Vertauschen von je zwei
Elementen erhalten. Dabei ist die Zerlegung in Transpositionen natirlich nicht eindeutig.

4.2.2 Untergruppen

Es kommt sehr haufig vor, dass Teilmengen einer Gruppe wieder eine Gruppe bilden. Deshalb
definiert man:

Definition 21 (Untergruppe): Sei(G,-) eine Gruppe un@ + U C G eine TeilmengelU
hei3tUntergruppevon G (geschriebety < G) genau dann, wenn gilt:

() ghelU=gheclU
(i) ge U= gtel.

Es ist trivial, dass danff mit der Einschrankung der Gruppenoperation ¢oauf U wieder
eine Gruppe bildet. Jede Grup@ehat stets/1} undG selbst als Untergruppe.
An Tabelle4.1liest man ab, dasS; die Untergruppen

{Dgo},{Doe, S1},{Doe, S2},{Dge, S3}, { Do, Di2oe, Dasoe },S3

hat.
Man kann die zwei Aussagen aus der Definition der Untergruppe zusammenfassen zu einer
einzigen zu uberprifenden Aussage. Es gilt ndmlich der folgende
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Satz 19: Fir() # U C G sind dquivalent:
() U <G
(i) g.heU=ghtel.

BEWEIS:

,="“ Esseill < G.Aush € U folgth~! € Uundgh~! € U.

,<=" (i) gelte furalleg, h € U. Mit g := 1folgt h~! € U.Da(h~')~! = hfolgt mit k := h~!
sofortgk™! = g(h™')"! = gh € U, also 1). O

Definition 22: Sei G ein Gruppe undVI C G eine Teilmenge. Man bezeichnet niit/)
die kleinste Untergruppe vo@, die M enthélt. IstM = {gi,...,g,}, SO Schreibt man

(9155 9n) == {g1,- - gn})-

Die Gruppe(M) besteht aus dem neutralen Elemen&inallen Elementen voi/, ihren
Verknupfungen untereinander und deren Inversen. Deshalb sagt maftagsn M erzeugt
wird.

Auf unser Beispiel Gbertragen ergibt das

{Doeot = (Doe) s {Doe, S1} = (S1) ,{Doe, Sa} = (S2) , { Do, Sz} = (S3),
{DU°7D120°7D230°} - <D120°> = <D240°> ’53 - <SlaS3> - <SlaD120°> =
Weiter ist(Z, +) = (1) und(Q \ {0},-) = (Z\ {0}).

Definition 23 (Zyklische Gruppe): Eine Gruppés heidtzyklisch, wenn es eiry € G gibt,
so dassg) = G ist.

Jede zyklische Gruppe ist von der Fotm = { ¢" | n € Z }. Daher folgt:

Satz 20: Jede zyklische Gruppe ist abelsch.

BEWEIS: Sindh,l € G, so existierenn,n € 7Z, so das$ = ¢™ undl = g" gilt. Somit folgt
hl = g™g™ = g"t" = g"t" = g"g™ = [h. O

Ein Beispiel fur eine zyklische Gruppe kennen wir schon, ndm(iéht+) = (1). Diese
Gruppe ist unendlich. Wir gehen nun néaher auf die endlichen zyklischen Gruppen ein.

Definition 24 (Ordnung): SeiG eine Gruppe ung € G. HatG endlich viele Elementeé,
so heil3t: die Ordnungder Gruppé=. Man schreibt dafiir aucbrd(G) := |G|. Die kleinste
Zahln € N\ {0} mit g" = 1 nennt man diéOrdnungvon g.

Man zeigt nun zunéchst:

Satz 21: Die Ordnung vory ist gleich der Ordnung voty).

38



BEWEIS. Seig von der Ordnung. Es gelte 0. En > 1, d. h.g # 1. Die Behauptung folgt,
wenn die Mengd ¢" | n € Z } genaun Elemente enthalt, d. h. genauer wenn die Elemente
¢" mit 0 < k < n paarweise verschieden sind. Nehmen wir dazu das Gegenteil an, also es
gabek,m € Nmit0 < k < m < nundg® = ¢g™. Dann wareg”* = 1, was wegen

0 < m — k < n ein Widerspruch zur Minimalitat von ist. Damit hat(g) gerade: Elemente,

da fur jedes: € Z stetsg"t" = ¢* gilt. O

Damit folgt nun unmittelbar der

Satz 22: IstG eine Gruppe der Ordnung so istg € G genau dann erzeugendes Element der
Gruppe, d. h{g) = G, wenng von der Ordnung. ist.

Da die Elemente der Gruppe eine Struktur haben, kann man nun Uber diese Struktur weitere
Operationen auf Mengen einfiihren.

Definition 25 (Nebenklassen und Normalteiler): SeienG ein Gruppe und/[, N C G Teil-
mengen. Man setzt

M-N:={m-neG|meMAneN} und M :={m'ecG|meM}.
Firg € G schreibt man weiter
g-M:={g-meG|meM}

sowie analoge Ausdriicke fiil - g undg - M - g—. Die entsprechenden additiven Ausdrticke
sind Klar.

IstU < @G, so nennt man die Mengg/ die Linksnebenklasseon g bzgl. U. Entspre-
chend istJ g die RechtsnebenklassBie MengegU g~ heiStNormalteilervon G (geschrie-
benU < G), wenn gilt¢Ug~! = U fiir alleg € G, d. h. wenmU = Ug ist.

Wegen Aufgabé 6 a)ist noch folgende Definition sinnvoll:

Definition 26 (Index): Die Anzahl der Links- bzw. Rechtsnebenklassen virdexvonU in
G genannt undG : U] geschrieben.

Wir steuern nun auf einen wichtigen Satz der elementaren Gruppentheorie zu, den Satz von
Lagrange. Vorher machen wir noch ein paar Vorarbeiten.

Satz 23: SeiG eine Gruppe untd < G eine Untergruppe. Die Relatid®, die durchy Rh <
gh™! € U definiert ist, ist eine Aquivalenzrelation, und es{igt= Uyg.

BEWwEIS: Reflexivitat: Es isyRg < gg~* = 1 € U, was Klar ist. Symmetrie: SeiRh, also
gh™' € U. DaU Untergruppe ist, ist auctyh~')~! = hg~! € U, alsohRg. Transitivitat: Sei
gRhundhREk bzw.gh™' € U undhk~! € U. Dannist auctigh™')(hk™') = gk~ € U, also
gilt ¢ Rk. Die Aquivalenzklasse ergibt sich aus

gl={x€G|2Rg}={z€G|lzg'eU}={zeG|xecUg}="Uyg. O

Die Aquivalenzzg~! € U < = € Ug schreibt sich etwas ausfiihrlicher

g telU s El cxg l=us El rx=ug<=xelUg.
uelU uelU
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Alle Aquivalenzklassen sind also gerade die Rechtsnebenklassen. Der folgende Satz besagt,
dass alle Rechtsnebenklassen gleich grol3 sind.

Satz 24: Fir alleg € G istOrd(Ug) = Ord(U).

BEWEIS: Wir zeigen, dass die Abbildung: U — Ug: u — ug eine Bijektion ist. Dass
sie surjektiv ist, ist klar. Wir zeigen nun die Injektivitat. Sei dagw) = f(v), dann folgt
ug = vg und damitu = v. O

Satz 25 (Satz von Lagrange):Sei GG eine endliche Gruppe und < G eine Untergruppe,
dann istOrd(U) ein Teiler vonOrd(G). Genauer gilOrd(G) = Ord(U) - [G : U].

BEWEIS: Nach Satz7 und Satz23ist G = U U Ug; U --- U Ug, mit geeignet gewahlten
g; € G eine disjunkte Vereinigung. Mit Sag folgt die Behauptung. O

Der Satz von Lagrange ist nur ein erstes Beispiel fur die mannigfachen Verknupfungen
zwischen Algebra und Zahlentheorie. Aus ihm folgt z. B. ein interessanter Zusammenhang
zwischen Primzahlen und zyklischen Gruppen.

Satz 26: Jede Gruppe, deren Ordnung eine Primzahl ist, ist zyklisch.

BEWEIS: SeiOrd(G) = p € Pund1 # ¢g € G. Die Untergruppe(g) hat mehr als ein
Element. Da nach Sa@5 Ord((g)) ein Teiler vonp sein muss, folgOrd((g)) = p. Damit
muss(g) = G gelten. O

Satz 27: SeiG eine Gruppe miOrd(G) = n undg € G. Dann giltg™ = 1.

Bewels: Die Ordnung vong ist gleich der Ordnung vorlg) (Satz21). Da (g) < G ist
Ord((g)) Teiler vonOrd(G) = n nach Sat225. Somit existiert eink € N, so dass: =
Ord({g)) - k und folglichg™ = g4k = 1k = 1 ist. O

Der Satz von Lagrange sagt nur etwas tber die Grél3e von mdglichen Untergruppen, aber
nichts Uber ihre Existenz aus. Es ist weder klar, ob jeder Teiler der Gruppenordnung als Un-
tergruppenordnung vorkommt, noch wieviele Untergruppen derselben Ordnung es gibt. Eine
teilweise Umkehrung des Satzes von Lagrange liefern die Sylow-Satze, auf die wir hier nicht
eingehen.

4.2.3 Homomorphismen

Wir untersuchen nun Abbildungen zwischen Gruppen. Dabei ist es naturlich sinnvoll, solche
Abbildungen zu untersuchen, welche die Gruppenstruktur respektieren. Dies sind die soge-
nannten Gruppenhomomorphismen. Wenn es Kklar ist, welche algebraische Struktur gemeint
ist, werden wir kurz von Homomorphismen sprechen. Es sei darauf hingewiesen, dass von
Homomorphismen zwischen anderen algebraischen Strukturen als Gruppen (z. B. Korperho-
momorphismen oder Vektorraumhomomorphismen) zusatzliche Eigenschaften als die folgen-
den verlangt werden!
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Definition 27 (Gruppenhomomorphismus): SeienG und H Gruppen,f: G — H eine
Abbildung. f heil3t Homomorphismugenau dann, wenn giltf(gh) = f(g)f(h) flr alle

g, h € G. Fur Homomorphismen mit bestimmten Eigenschaften werden weitere Bezeichnun-
gen eingefihrt. Diese sind im Einzelnen:

(i) Ein injektiver Homomorphismus hei8ionomorphismus
(i) Ein surjektiver Homomorphismus heipimorphismus
(iii) Ein bijektiver Homomorphismus heif3somorphismus
(iv) Ein Homomorphismug : G — G heilstEndomorphismus

(v) Ein bijektiver Endomorphismus heiBtutomorphismus

Wir stellen zunachst fest, dass das neutrale Elementianter einem Homomorphismus
immer auf das neutrale Element va@h abgebildet wird. (Die Umkehrung gilt nicht, d.h.
das Urbild des neutralen Elements vhmuss nicht nur das neutrale Element @rsein.)

Um Konfusionen zu vermeiden, bezeichnen wir das neutrale Element it 1, und das
neutrale Element voi/ mit 1. AuRerdem ist das Inverse des Bildes eines Elements das Bild
des Inversen des Urbildes.

Satz 28: SeienGG, H Gruppen und': G — H ein Homomorphismus. Dann gilt:
(i) Es gilt f(g7*) = f(g)".

BEWEIS:
() Aus f(1g) = f(lgle) = f(1g) (1) folgt

1y = (f(le) f(e)f(le) ™ = fe)(f(le) f(1e) ™) = f(le)la = f(lg).

(i) Esistly = f(1c) = f(997") = f(9)f(g7"), alsof(g7") = 1uf(g)™ = f(9)"'. O

Aus verschiedenen Griinden ist es interessant zu wissen, welche Elemettealidas
neutrale Element voi/ abgebildet werden. Daher trifft man die

ge G}

Definition 28 (Bild und Kern): Man bezeichnet die MenggG) = { f(g) € H |
= 1y } heil3t

als dasBild von f, geschriebemild f. Die Faserf~'(15) = {g € G | f(9)
Kernvon f und wird mitKern f bezeichnet.

Diese beiden Objekte, vor allem aber der Kern, sind in der Algebra von grof3er Bedeutung.
Dies liegt daran, dass diese zunachst mengentheoretische Konstruktion algebraische Eigen-
schaften hat, wie der folgende Satz zeigt. Wir verwenden daher die Bezeiklung bzw.

Bild f fur das algebraische Objekt, urid! (1) bzw. f(G), wenn wir nur die Menge meinen.

Satz 29: SeienGG, H Gruppen und': G — H ein Homomorphismus. Dann gilt

41



() Kern f < G
(i) Bild f < H.

BEWEIS:
(i) Seieng;,g> € Kern f. Dann giltf(g1) = 1y und f(g2) = 1y, d. h.f(¢1) = f(g2) und
ly = f(gl)f(92)71 = f(gl)f(ggl) = f(glgg_l), <’:1|S»Oglg§1 € Kern f.

(i) Seienhy, hy € Bild f, d.h es gibly;, go € G mit f(g1) = hy und f(g2) = hy. Daraus
folgt hy' = f(g1)~' = f(g; '), alsoh;! € Bild f. AuRerdem istihy = f(g1)f(g2) =
f(g1g2), alsohihsy € Bild f. O

Erstaunlicherweise reicht es schon zu wissen, dass nur das neutrale Elemémwbtas
neutrale Element voi/ abgebildet wird, damif injektiv ist.

Satz 30: Es istf ein Monomorphismus genau dann, wétern f = {15} gilt.

BEWEIS:

»=" Klar!

=" Sei f(g1) = f(g2). Dann folgtly = f(g1)f(g2)"" = f(g1)f(92") = f(g195") und
somitg, g, ' € Kern f. DaKern f = {15} folgt g1 = g, also istf injektiv. O

Wir erweitern nun Sat29 und zeigen: Es gilt sogdfern f <1 G.
Satz 31: Der Kern eines Homomorphismiis G — H ist ein Normalteiler vort:.

BEwEIs: Definitionsgemal isy(Kern f)g~' = {gug™ | u € Kern f }. Es gilt jedoch
flgug™) = f(9)f(w) fg™") = f(9)1uf(9) "' = 1u , alsogug™" € Kern f. O

Wir werden unsere Einfiihrung in die Gruppentheorie mit einigen Uberlegungen zur Iso-
morphie von Gruppen abschliel3en. Zwei Gruppgennd H heilenisomorph(geschrieben
G ~ H), wenn es einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt. Die Isomorphie bedeutet an-
schaulich, dass es keine Rolle spielt, ob man ein Ergebnis in der einen oder in der anderen
Gruppe erziehlt, da dieses problemlos auf die andere Gruppe Ubetragen werden kann. Man
kann daher grundsatzlich Eindeutigkeitsaussagen nur ,bis auf Isomorphie“ machen.

Definition 29 (Faktorgruppe): SeiG eine Gruppe undV <1 G ein Normalteiler. Die Menge
G//N aller Nebenklassen wird alaktorgrupperon G nachN bezeichnet.

Der Name Faktorgruppe legt schon den folgenden Satz nahe:

Satz 32: Die Faktorgruppe bildet bzgl. der in Defintidtb eingefihrten Verkniipfung von
Mengen eine Gruppe.

BEwEIS: Dal € Gist1N = N € G/N und somitG/N # (). Abgeschlossenheit: Seien
g,h € G. Dann gilt(¢N)(hN) = g(Nh)N = g(hN)N = ghN. Die Assoziativitat wird
direkt von der Assoziativitat der Verkntipfung@hgeerbt. Ebenfalls ergibt sich, da&sneu-
trales Element ung—!'N das zugN inverse Element sind. O
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Bei diesem Beweis ist absolut wesentlich, dAsein Normalteiler und nicht nur eine Un-
tergruppe ist. Faktorisiert man nach einer Untergruppe, so muss der Quotient keine Gruppe
mehr sein. Darin liegt die eigentliche Bedeutung der Normalteiler.

Es findet sich nun ein interessanter Zusammenhang zu3%aeser besagte, dass jeder
Kern eines Homomorphismus ein Normalteiler ist. Umgekehrt ist aber nun auch jeder Nor-
malteiler Kern eines Homomorphismus, und zwar kisonischen Epimorphismus

7:G— G/N:g+— gN,

denn
g€ Kernm & gN =N & ge N.

Satz 33 (Homomorphiesatz fur Gruppen): Sei f: G — H ein Epimorphismus und/ :=
Kern f. Dann ist die Abbildung : G/N — H: gN — f(g) einIsomorphismus, al$6/N ~
H und

G—f>H

| A

G/N

kommutiert.

BEWEIS: Wir miissen wieder zunachst die Wohldefiniertheit vprzeigen. Seien dazu
g,h € G mit gN = hN. Dann folgtgh~' € N = Kern f und somit

f(9) = f(gh™'h) = f(gh™")f(h) = 1uf(h) = f(h).

Wir Uberpriifen als nachstes, dgssatséchlich ein Homomorphismus ist. Es gilt

f(gNhN) = f(ghN) = f(gh) = f(g)f(h) = f(gN)f(hN),

da f ein Homomorphismus ist. Nun rechnen wir die Bijektivitat vbnach. Die Surjektivitat
ist klar. Zur Injektivitat liest man an der Aquivalenz

gN € Kern f < 1y = f(gN) = f(g) @ g€ Kern f = N
ab, dasKern f = { N} gilt. Aus Satz30 folgt die Behauptung. O

Satz 34: SeiG eine Gruppel/ < G eine Untergruppe untl <1 G ein Normalteiler. Dann
gilt:

() UNN<U

(i) NCU=N<U

(i) U-N < GundN <U-N

(v NCUAU<G = U/N<G/N.
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BEWEIS:
(i) Seir: G — G/N der kanonische Epimorphismus, so ist die Einschrankungrvauf
U ein Homomorphismus, und|,, : U — G//N hatKern «|, =UNN.

(i) Klar.

(i) Seienuy,us € U, ny,ny € N. Dann sinduny, usn, € U - N. Da N Normalteiler ist
ergibt sich

-1 1, -1 —1 1, -1 —1 -1
ung (ugng) ™ = wining Uy = Uty (UgNg Us ) = Uity (UsNqUsy ) Mg,
—_—— ~—_———
=nz €N =ng €N
alsou,uy 'nynsz € U - N. Daraus folgl/ - N < G. Zur zweiten Aussage betrachtet man
urnan(uing) "t = ur(nynny Huyt € N
furallen € N.

(iv) Zunéachst ist
U/N={uN|ueU}C{gyN|geG}=G/N.

Man berechnet weiter mit Sak2u; N-us N = uyus N € U/N und(uy N) ™' = u]'N €
U/N, also istU/N < G/N.Aus gNuN(gN)~' = gug™'N folgt wegengug=* € U
die Behauptung. O

Satz 35 (Erster Isomorphiesatz fur Gruppen): SeiG eine Gruppel/ < G eine Untergrup-
pe undN < G ein Normalteiler. Dann giltUN)/N ~ U/(U N N).

BEWEIS: Betrachte den Epimorphismug: U — (UN)/N:u +— uN. Offenbar ist
Kern f = U N N. Die Isomorphie erhalt man direkt aus S&2. O

Satz 36 (Zweiter Isomorphiesatz fur Gruppen): SeienlU, N < G Normalteiler mitN < U,
so gilt(G/N)/(U/N) ~ G/U.

BEwEIs: Der Epimorphismus: G — (G/N)/(U/N): g — (gN)U/N hatKern f = U.
Mit Satz 33 folgt die Behauptung. O

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Abschnitts, dem Klassifikationssatz fur zykli-
sche Gruppen. Wir werden feststellen, dass jede zyklische Gruppe isomofgh-zuoder
zu(Z/nZ,+) ist. Vorher brauchen wir noch den

Satz 37: Jede Untergruppe vdiZ, +) hat die Forrm - Z mitn € N.

27ur Wohldefiniertheit der Restklassenaddition siehe den bereits erwahnten Artilieltdentheorie
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BEwEIS. Betrachte den Homomorphismyis Z — Z: m + n - m. Es istBild f = nZ, also
ist wegen Sat29nZ < Z. Sei nunU < Z eine beliebige Untergruppe. I8t = {0}, so folgt
U = 0Z, und wir sind fertig. Andernfalls existiert eim € U \ {0}. DaU Untergruppe ist,
istauch—u € U. Da stetsu € N oder—u € N gilt, ist U NN # (). In Satz90 werden wir
sehen, dass jede nicht-leere Teilmenge Nagin kleinstes Element besitzt. Wir kénnen daher
n = min(U N N) wahlen. Dal/ Untergruppe ist, ist mit auchmn =n+---+nin U, und

m mal

zwar fur allem € N. Ebenfalls ist—=mn € U. Daraus folginZ C U. FUr die Inklusion in die
andere Richtung wahle man eine U und dividiere durc mit Rest. Es istdann = gn +r
mit ¢,7 € Zund0 < r < n. WegennZ C U ist insbesondergn € U und somit auch
r = u — gn. Dann kann nur = 0 gelten, dan = min(U N N). Damit folgtu € nZ, woraus
sichnZ 2 U und insgesamtZ = U ergibt. 0

Wir sind nun bereit fir den

Satz 38 (Klassifikationssatz fur zyklische Gruppen): Sei(G, -) eine zyklische Gruppe und
g € G mitG = (g) gewdhlit. Dann gilt:

(i) IstOrd(G) = 00, SOIStG ~7Z,G = {g" | n € Z} undg* # ¢' firk # .

(i) Ist Ord(G) = n, soistG ~ Z/nZ,G = {1,g,...,g" '} undg* = ¢! & k —1=mn
mitm € 7Z.

BEWEIS: Wie schon weiter oben bemerkt gilt = (g) = { g™ | n € Z }. Wir betrachten die
Abbildung f: Z — G: m — g™. Wegeng™ ™ = ¢g™¢™ ist f ein Epimorphismus. Wir unter-
scheiden nun zwei Félle. Igtzuséatzlich injektiv, so istr ~ Z und insbesonde@rd(G) = oo
undg® # ¢! fur k # 1. Ist f nicht injektiv, so ist gibt es ein € N mit Kern f = nZ aufgrund
von Satz 37. Wegen Sat33ist dann aber

f:Z/nZ — G:m+nZ—s g™
ein Isomorphismus und sondt ~ Z /nZ. Da
Z/nZ ={0+nZ,1+nZ,...,(n—1)+nZ}

istOrd(Z/nZ) = n. Dies liefertG' = {1, ¢,...,¢g" '}, Ord(G) = n sowieg" = ¢' & k—1 =
mn fur einm € Z. 0

Wir zeigen nun zum Abschluss unserer Untersuchungen von zyklischen Gruppen den

Satz 39: Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch. Genauer gilE: st(g),
so sind die Untergruppen van genau die Gruppen der Forai*) mitn > 0.

BEWEIS: SeiU < G eine beliebige Untergruppe. Der Fall = {1} ist klar. IstU # {1},
so gibt es einl # ¢™ € U mit m € Z. DaU Untergruppe ist, ist auch™™ € U, so dass
wir m > 0 annehmen kdnnen. Sei nunc N\ {0} die kleinste nattrliche Zahl mit* € U.
Naturlich ist danng™) C U. Seinung™ € U. Wir dividierenm durchn mit Rest und erhalten
m = qgn—+rmit0 <r < n.Daraus folgu™ = (a")?-a", alsoa” = (a™)~?-a™ € U. Aus der
Minimalitat vonn folgt » = 0 und damitm = gn sowiea™ = (a")? € (a™). Also haben wir
die InklusionU C (a™) und insgesamt/ = (a™). O
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4.2.4 Grothendieck-Gruppen

Wir werden nun sehen, wie man aus einer Halbgruppe eine Gruppe konstruieren kann. Dabei
besteht der Trick darin, diese Konstruktion gerade so anzulegen, dass man die urspriingliche
Halbgruppe in der neuen Gruppe wiederfinden kann. Wir werden dieses Verfahren in Kapitel
benutzen, um aus den natirlichen die ganzen Zahlen zu gewinnen.

Satz 40: Sei(M, -) eine Halbgruppe mit einer kommutativen Verknipfunann wird durch

(1, 1) R(w2,92) & T & 21902 = 22112
zeM

aufM x M ein Aquivalenzrelation eingefiihrt.

BEWEIS: Reflexivitat: Ist erfullt, dav,y,z = z1y, 2 fur alle zq, y1, 2z € M gilt. Symmetrie:
Sei(xy1,y1)R(x2,y2). Dann istriysz = zoy; 2 mMit einemz € M und auch(zs, y2) R(x1, y1)-
Transitivitat: Seien(zy, y1), (w2, y2) und(x3, y3) Mit (zq, y1 ) R(x2, y2) und (za, y2) R(x3, y3).
Es gibtz,z € M mit x1y22 = 2oy 2z Undzoysz = x31y-2. Daraus folgt

(21y3)(1222) = (2122)(y37) = (w2912)(y32)
= (y12)(22y32) = (112)(23y22) = (2351)(y222),
also(zq,y1)R(x3,y3). O
Man schreibt fur die Aquivalenzklassen abkirzénd)| := [(x, y)].
Satz 41: Die Menge der Aquivalenzklassen wird durch die Verkniipfung
[21, 1] - (22, 2] == [21 - 22,91 - 2]
zu einer abelschen Gruppe, dgrothendieck-Gruppe

Bewels: Wohldefiniertheit: Firzy,y;] = [71,y1] ergibt sichzy,2 = 71y:2 mit einem
z € M. Daraus folgtr1zoy1y22 = T122y1Y22, alSO[x 129, 11Y2] = [T129, Y1y2|. GEnauso ist
flr [z2, yo] = [72, y2| die Gleichheifx,xs, y192] = [r172, 1172] gegeben. Assoziativitat:

([z1, yil[z2, yo] )23, ys] = [x122, 1y [T3ys] = [(T122) 23, (Y192)ys] = [21(2273), Y1 (y2y3)]
= |21, y1][x2xs, youys]) = (21, 1] ([22, yo][z3, ys))-

Kommutativitat;

[xhyle%yQ] = [9615627913/2] = [$2$1,y2y1] = [5527192] [95172/1]-

Neutrales Element ist die Aquivalenzklasser]:

[z, 2] [x1, 1] =[x, 231] = [21, 1],

dazziy 2 = xi7y, 2. Inverses Element ist, 1] := [y, 71]:

(21, 11 [thz1] = [T1y1, yiza] = [z1yr, 2101 O
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Wie werden nun sehen, wie wir die Halbgruppe in die Gruppe einbetten konnen.

Satz 42: Sei M eine Halbgruppe un@' die zugehdrige Grothendieck-Gruppe. Dann ist die
Abbildung f: M — G: z — [2?, x| ein Halbgruppenhomomorphismus, d. h. es filty) =
f(z)f(y) far alle z,y € M. Es istf genau dann injektiv, wenn fir alle,y,z € M gilt

TZ =Yz <& T =Y.

BEWEIS: Es gilt
flay) = [(xy)*, ay) = [*y*, 2y] = [, 2][y?, y] = f(2) f(y)-
Sei nunf injektivundz, y, z € M mit zz = yz. Dann folgt
fl@) =% 2] = [o%z, w2] = w2, 2] = [yz, 2] = [y*%,y2] = f(y)

und damitz = y. Gilt umgekehrt fiir aller,y, z € M die Aquivalenzrz = yz < = = 7, SO
folgt ausf(z) = f(y), also[z?, z] = [y?,y], direktz?yz = y*xz. Mit Z := zyz folgt mit der
\Voraussetzung die Behauptung. O

Ist f nun injektiv, so kann man/ mit f(M) identifizieren, da\/ ~ f(M). Wir werden bei
der Konstruktion der ganzen Zahlen sehen, dass dies in unserem Fall erftllt ist.

4.3 Ringe

4.3.1 Elementare Eigenschaften

Wir haben nun einen guten Uberblick tiber die einfachsten Eigenschaften von Gruppen ge-
wonnen. Ist auf einer Gruppe noch eine zweite Verknupfung gegeben, welche sich mit der
anderen vertragt, so hat man einen Ring vorliegen. Genauer gilt:

Definition 30 (Ring): SeienR eine Menge und-, - innere Verkniipfungen aut. Das Tripel
(R, +, ) hei3tRing, wenn gilt:

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(i) (R,-) ist ein Monoid.
(iii) Furaller,s,t € R gelten dieDistributivgesetze

r-(s+t)=r-s+r-t, (r+s)-t=r-t+s-t.

Der Ring heilskommutativ wenn- kommutativ ist.

3Manchmal wir nur verlangt, dags, -) eine Halbgruppe ist. Der hier definierte Ring heilRt dann ,Ring mit 1°.
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Man bezeichnet nun das neutrale Element bzghit 0 und nennt es dasullelementEnt-
sprechend ist das neutrale Element bzglie 1 und heifl3tEinselementEs sei ausdrticklich
darauf hingewiesen, dass trotz der verschiedenen Bezeichnungen in Riagegelten kann
wie im Ring ({0}, +, -)*. Weiter gilt die Regel, dassstarker bindet als-. Wir haben dies be-
reits in der Definition benutzt. Wir miissen nun wieder zunachst die wichtigsten Rechenregeln
herausarbeiten.

Satz 43: SeiR ein Ring. Dann gilt fiir alle’, s € R:
@D O0-r=r-0=0
(i) —(r-s)=(-r)-s=r-(—s)
(i) (—=r)-(—=s)=1"s.

BEWEIS:
(i) Aus0=0+0folgt0-r= (0+0)-r=0-r+0-r. Addition von—(0 - r) ergibt

0=0-74+0-7)=0-r=0-7+0-7=0-7)=0-7+0=0-7.
Analog furr - 0 = 0.

(i) EsistO=7-0=17r-(s—s) =7r-s+r-(—s). Addition von—(r - s) fuhrt auf
—(r-s) = =(r-s)+(r-s+r-(=s)) = (=(r-s)+r-s)+r-(=s) = 0+r-(=s) = r-(=s).
Entsprechend fUr(r - s) = (—7) - s.

(i) Esqilt (—r) - (—s)=—(r-(=s)) =—(—(r-s)) =r-s. O

Ahnlich wie bei den Gruppen trifft man die

Definition 31 (Unterring): Sei(R,+, ) ein Ring undS C R eine Teilmenge. Man nenist
einenUnterringvon R, wennS mit der Einschrdnkung vos und- aufS ein Ring ist.

Wir betrachten dazu ein Beispiel. Wir fihren dlifx Z die komponentenweise Addition
und Multiplikation durch(ry,72) + (s1,82) = (r1 + s1,72 + s2) und (rq,rs) - (s1,82) ==
(r1-s1,72-S2) €in. Man Uberlegt sich dann leicht, dd%s< Z, +, -) ein Ring ist mit Nullelement
(0,0), dem zu(ry, o) inversen Element-(ry, ) = (—ry, —1r3), Sowie dem Einselement
(1,1). Esist offenbaZ x {0} C Z x Z bzgl. der eingschrankten Verkniipfungen ein Ring. Es
ist jedoch das Einselemefit, 0) # (1,1)! Da man haufig das Einselement beibehalten will,
legt man fest:

Definition 32 (Unitarer Unterring): Eine Teilmenge5 C R eines Ringest heilStunitarer
Unterring wenn gilt:

() 0,1€S

*In der Tat ist jeder Ring mid = 1 der Nullring, denn aus € R folgt » = 1r = Or = 0.
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(i) r,seS=r—sr-ses.

Es gibt noch eine weitere wichtige Teilmenge von Ringen, welche besonders bei den Teil-
barkeitsuntersuchungen in Abschwit8.3eine Rolle spielen wird.

Definition 33 (Ideal): SeiR ein Ring undl C R eine Teilmenge. Man nentit ein ldeal
wenn gilt:

(i) (I,+) ist eine Untergruppe vo[R, +).
(i) Firaller € Rund alles € I istrs € I undsr € 1.

Analog wie bei Gruppen will man auch fur Ringe sicherstellen, dass eine Ordnungsrelation
die beiden Verknipfungen respektiert.

Definition 34 (Geordneter Ring): Ein kommutativer Ring R, +, -) heif3t geordnet wenn
auf R eine Ordnungsrelation definiert ist, so déBs-+) eine geordnete Gruppe ist, und dass
furaller,s,t € Rgiltr < sAt>0=rt <ts.

Fur geordnete Ringe gilt der folgende
Satz 44: SeiR ein geordneter Ring mit s, t € R. Dann gilt:
()r<ser+t<s+t
(i) r<ser+t<s+t
(i) r<s& —s< —r
(iv) r<sANt<0=rt>st
V) r>0Ns>0=r+s>0,rs > 0.

BEWEIS:
(i) Die Hinrichtung ergibt sich daraus, da&g, +) eine geordnete Gruppe ist. Die Ruck-
richtung erhalt man wegen=r +t+ (—t) < s+t + (—t) = s.

(i) Bekommt man aus (i) durch Ausschluss des Fals s.

(iif) Die Hinrichtung folgt aus—s = r + (=) + (=s) < s + (—r) + (—s) = —r. Die
Ruckrichtung folgt mit—(—r) = r.

(iv) Nach (iii) ist —t > 0 und weiter—rt = r(—t) < s(—t) = —st sowiest < rt.

(V) Esistr4+s>0+s=s>0undrs > 0s = 0. O
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4.3.2 Homomorphismen

Wir werden nun kurz die wichtigsten Ergebnisse des letzten Abschnitts Uber Gruppen auf
Ringe Ubertragen. Wir beginnen mit der

Definition 35 (Ringhomomorphismus): Seienk und S Ringe,f: R — S eine Abbildung.
f heistHomomorphismugenau dann, wenn gilt:

() f(r+s)=[f(r)+ f(s)
(i) f(r-s)=f(r)-f(s)

fur aller, s € R.

Es folgt nun wie bei Gruppen, dagé0z) = Og ist. Es muss jedoch niclft(1z) = 15 sein.
Beim Beweis von Sat28.(i) wurde nadmlich die Existenz von inversen Elementen benutzt,
welche bei Ringen bzgl. nicht gegeben sein muss. Gilt trotzdeftly) = 15 so heil3t der
Homomorphismusinitar.

Satz 45: Seif: R — S ein Homomorphismus undll C R sowieN C S eine Teilmenge.
Dann gilt:

(i) Ist M Unterring vonR, so istf (M) Unterring vons.
(i) Ist N Unterring vonS, so istf~'(N) Unterring vonR.
(iii) Ist N ein Ideal vonS, so istf~'(N) ein Ideal vonR.
(iv) Kern f ist ein Ideal vonR.
(v) Ist f surjektivund)M ein Ideal vonR, so istf(M) ein Ideal vonsS.

BEWEIS:
(i) Seienf(r), f(s) € f(M) mitr,s € M.Esfolgtf(r) — f(s) = f(r —s) € f(M), da
r—se M. Weiteristf(r)f(s) = f(rs) € f(M), weil rs € M.

(i) Seienr,s € f~Y(N). Dann folgtf(r) — f(s) = f(r — s) € N, alsor — s € f~Y(N).
Ebensoistf(r) f(s) = f(rs) € N, und somitrs € f~1(N).

(iii) Der erste Teil ist analog zu (ii). Sei nun € f~!(N) undr € R beliebig. Es gilt
f(rs)= f(r)f(s) € N, alsors € f~'(N). Genauso folgf (sr) € f~'(N).

(iv) Folgt direkt mit (iii), denn{0} ist ein Ideal vonS.

(v) Seis € Sundr € M. Daf surjektiv ist, existiert eit € R mit f(¢) = s. Daraus ergibt
sichsf(r) = f(t)f(r) = f(tr) € f(M). Entsprechend fif(rt) € f(M). O
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Wir betrachten nun den HomomorphismusZ — R: m — m-1, wobei die Multiplikation
eines Ringelements mit einer ganzen Zahl wie bei Gruppen definiert ist. Sein Kern ist eine
Untergruppe von(Z, +), hat also nach Satz7 die FormnZ mit n € N. Man nenntn die
Charakteristikvon R und schreibChar R := n. Offenbar istChar Z = Char Q = CharR =
0.

Definition 36 (Restklasse): SeiR ein Ring und ein Ideal vonk. Dann nennt man die Menge
r + I Restklasse von modulo/. Die Menge aller Restklassen wird niilf/ I bezeichnet.

Naturlich gilt der

Satz 46: Die Menge aller Restklassen wird bzgl. der liblichen Mengenverkniipfungen zum
Ring, demRestklassenring

BEWEIS: Das Nullelement ist die Restklasge I = I, das Einselement igt+ 1. Das Ubrige
ist klar. O

Man fuhrt nun wieder einekanonischen Epimorphismus R — R/I:r +— r + I ein.
Es ist erneut nicht nur jeder Kern ein Ideal, sondern umgekehrt definiert jedes Ideal einen
Homomorphismus, dessen Kern es ist. Dies sieht man an der Aquivalenz

reKemnser+l=1<rel.

In Abschnitt4.6 werden wir eine interessante Anwendung von Restklassenringen kennen-
lernen. Wir wenden uns nun wieder Isomorphietiberlegungen zu und beginnen mit dem

Satz 47 (Homomorphiesatz fur Ringe):Sei f: R — S ein Epimorphismus mitl =
Kern f. Dann ist die Abbildungf: R/I — S:r + I — f(r) ein Isomorphismus, also
R/I ~ S und

rn—1l-g

| A
R/I

kommutiert.

BEWEIS: Da f bzgl.+ ein Gruppenhomomorphismus ist, ist nach $&7 ein Gruppeniso-
morphismus. Wir missen nun nur noch die Vertraglichkeit-mpitifen. Diese ist wegen

fr+D(s+ 1)) = flrs+1) = f(rs) = f(r)f(s) = fr + D f(s + 1)
gegeben. O

Satz 48 (Erster Isomorphiesatz fir Ringe): Sei R ein Ring, S ein Unterring vonR und [
ein Ideal vonR. Dann gilt(S + I)/I ~ S/(SNI).

BEWEIS: Betrachte den Epimorphismus: S — (S + I)/I: s — s + [. Offenbar ist
Kern f = S N I. Die Isomorphie erhalt man direkt aus Saiz O
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Satz 49 (Zweiter Isomorphiesatz fur Ringe): SeienR ein Ring undl, J Ideale vonR mit
J C I.Dannistl/J ein Ideal vonRk/J und(R/J)/(I/J) ~ R/I.

BEwEIS: DaR — R/J:r — r + J surjektiv ist, folgt mit Satz15.(v), dass//.J ein Ideal
von R/J ist. Betrachtet man nun den EpimorphismfusR/J — R/I:r+ J — r + I, SO
gilt Kern f = I/J und mit Satz47 die Behauptung. O

4.3.3 Teilbarkeit

Wir kénnen leider in dieser Einfihrung die Teilbarkeitstheorie in Ringen nicht erschépfend
behandeln. Es soll aber versucht werden, einen kleinen Uberblick tiber die Methoden und
Begriffe zu geben, die mit diesem Thema verbunden sind. Die Teilbarkeit in Ringen ist eng
mit den Idealen verknlpft. Wir entwickeln deshalb beide Theorien parallel. Dabei beschranken
wir uns hauptsachlich auf kommutative Ringe.

Nimmt man zu der Addition noch die gewdhnliche Multiplikation hinzu, so wird aus der
Untergruppe(nZ, +) von (Z,+,-) ein ldeal. Das erste Problem wird offensichtlich, wenn
wir als Beispiel den Restklassenrifig6Z betrachten Es ist namlich(2 + 6Z)(3 + 6Z) =
6 + 6Z = 6Z, aber2 + 67Z # 67 und3 + 6Z # 6Z. Dies fuhrt uns zu der

Definition 37 (Nullteiler): Ein Element- € R heif3tNullteiler, wenn eirns € R\ {0} existiert
mitrs = 0 odersr = 0.

In unserem Beispiel ist sowoRIl+ 67Z als auch3 + 6Z ein Nullteiler. AulRer im FallR =
{0} ist 0 immer ein Nullteiler. Haufig ist es wichtig zu wissen, dass aullesine weiteren
Nullteiler existieren. Man trifft daher die

Definition 38 (Integritatsring): Sei{0} # R ein Ring. Es hei3R nullteilerfrei, wenn0 der
einzige Nullteiler inR ist. R heif3tIntegritatsring wennR nullteilerfrei und kommutativ ist.

Da flr einen Ring R, +, -) nur bekannt ist, dass?, -) ein Monoid ist, existieren nicht fur
aller € R Inverse bzgl..

Definition 39 (Einheit): Ein Element- € R heiStEinheit wenn einr—! € R existiert mit
rr—t = r~lr = 1. Die MengeR* aller Einheiten vor? wird Einheitengruppe&on R genannt.

Offensichtlich gilt also der

Satz 50: Die Einheitengrupp&* eines Ringe$ bildet bzgl.- eine Gruppe.

BEWEIS. Wegenl € R* ist R* # (). Die Assoziativitat und die Existenz des neutralen
Elements sind damit klar. Per Definition existiert auch fur jedes Elementi/orin In-
verses. Wir missen nur noch die Abgeschlossenheit zeigen. Seien,daru R*. Es ist
zu zeigen, dasss ein Inverses inR* besitzt. Wir wahlen dazgrs)™! := s~'r~!. Es folgt
(rs)(rs)™t =rss7lr=t =1und(rs)~'(rs) = s lr~lrs = 1, alsos 'r~! € R*. O

SEs sei darauf hingewiesen, da@&kein Ring ist, da das Einselement fehlt!
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Im Ring (Z, +, -) sind1 und —1 die einzigen Einheiten. Im Rin@®, +, -) ist dagegen ganz
R\ {0} die Einheitengruppe.

Satz 51: Die Elemente der Einheitengruppe sind keine Nullteiler.
BEWEIS: Seir € R*unds € R. Angenommens = 0. Dann folgt
s=1s=(r"'r)s=r"t(rs)=r"10=0. O

Wie schon angekindigt missen wir uns nun naher mit Idealen beschéftigen. Wir beginnen
mit der

Definition 40 (Hauptideal): Sei R ein kommutativer Ring und € R. Dann hei3{a) :=
{ra € R|a € R} das vom erzeugteHauptideal

Natdrlich gilt der

Satz 52: Jedes Hauptideal ist ein Ideal.

BEWEIS: Seienr,s € R. Dann folgtra — sa = (r — s)a € (a). Weiter ists(ra) = (sr)a €
(a). O

Wir kdnnen nun mit unserem eigentlichen Thema, also der Teilbarkeit in Ringen, anfangen.
Wir beginnen mit der

Definition 41 (Teiler): Sei R ein Integritdtsring. Sind,b € R, so schreibt man|b, wenn
einc € R existiert mitac = b. Man sagt: ist ein Teiler vonb. Es heil3era. undb assoziiert
geschrieben ~ b, wenn eine Einheit € R* existiert mitae = b.

Satz 53: SeiR ein Integritétsring. Dann gilt:
(i) ~ ist eine Aquivalenzrelation auft.
(i) a ~b< albAbla.
(iii) Aus a; ~ ay undb; ~ by folgt a;|by < as|bs.

BEWEIS:
() Reflexivitatistklar ¢ = 1). Symmetrie: Sei ~ b, alsoae = b mite € R*. Daraus folgt
a = be~! und somith ~ a. Transitivitat: Seiv ~ b undb ~ ¢, d.h.ae = bundbf = c
mite, f € R*. Dann folgtc = bf = (ae)f = a(ef), alsoa ~ c.

(i) , =": Folgt aus Symmetrie vor-, siehe (i).
,<="1Seiac = bundbd = a mit ¢,d € R. Daraus ergibt siclddc = ac = b, also
b(de — 1) = 0. Da R Integritatsring ist, folgh = 0 oderdc — 1 = 0 bzw. dc = 1. Ist
b =0, soistauch = bd = 0, alsoa ~ b. Istdc = 1, so istc Einheit und erneut ~ b.
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(|||) Sei ap ~ ag Undbl ~ by.
,=" Es geltea, by, d. h.a;c = by mit ¢ € R. Nach Voraussetzung gilt; = ase und
by f = by mite, f € R*. Dann folgtby = by f = ajcf = asecf, alsoas|bs.
»<=" Analog. O

Der Zusammenhang zu den Hauptidealen wird hergestellt durch den
Satz 54: SeiR ein Integritatsring mit,, b € R. Dann sind dquivalent:

(i) alb

(i) () C (a).

BEWEIS:

(i) = (i)": Sei ¢ € R mitac = b. Dann folgt(b) = bR = acR C aR = (a).

L(i) = (0)*: Sei nun (b) C (a). Dann ist insbesondete € (a) und damitb = ra fur ein
r e R. 0

Daraus folgt sofort der

Satz 55: SeiR ein Integritétsring und, b € R. Es sind &quivalent:
(i) a~0
(i) (a) = (b).

BEWEIS: Ista ~ b, so gilt nach Sat53.(ii) a|b undb|a. Daraus folgt nach Sat&4 (b) C (a)
und (a) C (b), also(a) = (b). Gilt umgekehrt(a) = (b), so folgta|b und bja und somit
a ~ b. O

Wir stellen nun die wichtigsten Rechenregeln zusammen.
Satz 56: SeiR ein Integritdtsring. Dann gilt fur alle, b, c,d € R unde € R*:
(i) ala, ela.
(i) ale & a € R*,0la = a=0.
(iii) Aus a|b undb|c folgt a|c.
(iv) Ausal|b undc|d folgt ac|bd.
(v) Ausalb folgt a|(be).
(vi) Ausalb undalc folgt a|(b + c).

BEWEIS:
() a = la = ala. Es existiert einf € R mitef = 1. Daraus folgtlef)a = la = a, also
ela.
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(i) , =" Esexistierenf,g € Rmitef = 1undag = e. Also folgta(gf) = (ag)f =ef =
1, alsoa € R*.
»<=": Satz50.
Es gelte nuri)|a. Dann gibt es eirf € Rmit0f = a = 0.

(ii) Es existierenf,g € Rmitaf = bundbg = c. Dann folgtc = bg = (af)g = a(fg),
alsoalc.

(iv) Esgibtf,g € Rmitaf = bundcg = d. Daraus ergibt sichd = (af)(cg) = (ac)(fg),
alsoac|bd.

(v) Esgibtf € Rmitaf = b. Dann giltafc = be, alsoalbe.

(vi) Es existierenf,g € Rmitaf = bundag = c. Daraus folgb+c = af +ag = a(f +9),
alsoal(b + c). O

Wir kommen nun wieder zuriick zu den Idealen.

Definition 42 (Primideal): SeiR ein kommutativer Ring. Ein Ided? C R heil3tPrimidea)
wenn fir aller, s € R gilt: rs ¢ P =r € PV s € P,

Fur Primideale gilt der

Satz 57: SeiR ein kommutativer Ring uné® C R ein Ideal. Dann sind &quivalent:
(i) R/ P ist Integritétsring.
(ii) P ist Primideal.

BEWEIS:

(i) = (ii)*: Seienr,s € Rmitrs € P.Esgilt(r + P)(s+ P) =rs+ P = P.DaR/P
Integritatsring ist folgt- + P = P oders + P = P und damitr € P oders € P.

(i) = (): Seienr + P,.s+ P € R/Pmit P = (r + P)(s + P) = rs + P. Dann folgt
rs € P,und daP Primideal ist € P oders € P. Alsoistr + P = P oders + P = P und
damit R/ P Integritatsring. O

WegenR ~ R/(0) und Aufgabe?4 folgt nun sofort, das#t genau dann Integritatsring ist,
wenn(0) Primideal ist.

Das wichtigste Ziel der Teilbarkeitslehre ist es, jedes Element des Rings so weit es geht zu
faktorisieren. Wir beginnen dazu mit der

Definition 43: Sei R ein Integritatsring. Ein Element € R heil3t Primelementoder prim,
wennp # 0, p ¢ R* undp|ab = pl|a V p|b. Ein Element; € R heif3tirreduzibe] wenng # 0,
qg¢ R*undq=ab=a€ R*"VbeE R".

Im Gegensatz zur bekannten SituatiofZiist in einem beliebigen Integritatsring nicht jedes
irreduzible Element auch prim. Es gilt aber der
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Satz 58: Istp € R prim, so istp auch irreduzibel.

BEWEIS: Seip € R prim mitp = ab. Dann folgt insbesondengab und somitp|a oderp|b.
Wir kdnnen o. E. annehmepia. Dann existiert einc € R mit pc = a. Daraus ergibt sich
pchb = ab = p, alsop(cb — 1) = 0. Da R Integritatsring ist, folgtb — 1 = 0, alsocb = 1 und
be R O

Einen Zusammenhang zwischen den irreduziblen Elementen und Primidealen gibt der

Satz 59: SeiR ein Integritétsring ung € R mitp # 0, p ¢ R*. Ist(p) ein Primideal, so igb
irreduzibel.

BEWEIS: Seip = ab. Dann folgtab € (p), und da(p) Primideal ista € (p) oderb € (p). Sei
0.E.a € (p). Dann existiert eir € R mit a = pr = abr. Daraus folgta(br — 1) = 0. Da
p # 0istaucha # 0, und weil R Integritatsring ist ergibt sichr = 1. Also giltb € R*. 0O

Zum Abschluss geben wir noch die

Definition 44: Ein IntegritédtsringR heil3t Gauld’'scher Ringfaktorieller Ring oder ZPE-
Ring®, wenn jedes Element € R eine Darstellung der Forma = p; ---p, mit p; prim
besitzt. Diese Darstellung heiBtimfaktorzerlegung

Leider kbnnen wir hier nicht der Frage nachgehen, unter welchen Umstanden ein vorgege-
bener Ring faktoriell ist. Wir werden aber in Sdi@7 sehen, dass eine Primfaktorzerlegung,
wenn sie existiert, stets eindeutig ist (bis auf Assoziiertheit).

4.4 Moduln

Wir begegnen nun unserer erster algebraischen Struktur mit einer &u3eren Verknipfung. Ge-
wissermal3en ist ein Modul die Vorstufe eines Vektorraums. Da Moduln fir uns relativ unin-
teressant sind, werden wir nur einen ganz kurzen Blick auf sie werfen.

Definition 45 (Modul): Sei(R,+,-) ein kommutativer Ring(G,+) eine abelsche Gruppe
und-: R x G — G eine dulBere Verknipfung. Das TrigéR, +, -), (G, +), ) heistR-Modul
oder Modul iiberR, wenn fur aller, s € R undg, h € G gilt

() (r+s)g=rg+sg
(i) r(g+h)=rg+rh
(iii) (rs)g = r(sg)

(iv) 1g=g.

6Zerlegung in Primelemente eindeutig
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Es sei darauf hingewiesen, dass wir nur der Ubersichtlichkeit halber die Symbinlé?
undG sowie die innere Verknipfungn R und die auf3ere Verknupfungicht unterscheiden.
Grundsatzlich sind dies natirlich verschiedene Abbildungen!

Ein triviales Beispiel fur Moduln sind Ringe, denn jeder Ring ist Modul Uber sich selbst.
Weiter haben wir schon oft benutzt, dass man fur jede Gruppe eine Verknipfung mit Elemen-
ten ausZ definieren kann. In unserer neuen Sprechweise wird damit jede abelsche Gruppe
zu einemZ-Modul. Tatsachlich ist dies auch die einzige mit den Axiomen vertragliche Art,
eine abelsche Gruppe zu einétiviodul zu machen. Umgekehrt kann man jedemodul
als abelsche Gruppe auffassen.

4.5 Schiefkorper

Ebenfalls nur ganz kurz werden wir auf Schiefkoérper eingehen.

Definition 46 (Schiefkdrper): Ein Ring(R, +, -) heiBtSchiefkdrperwenn er aus mindestens
zwei Elementen besteht und fiir allec R \ {0} ein inverses Element bzglexistiert.

Demnach istR genau dann ein Schiefkdrper, we(R, +) eine abelsche Gruppe ist und
(R \ {0}, ) eine Gruppe. Die wichtigsten Rechenregeln flr Schiefkorper liefert der

Satz 60: SeiR ein Schiefkérper mit, s € R. Dann gilt
() 0+#1.
(i) rs=0<r=0Vvs=0.

BEWEIS:
(i) Sei0 = 1undr € R. Dann folgtr = 1r = 0r = 0, alsoR = {0}. Widerspruch.

(i) , =" Es gelters = 0 undr # 0. Dann existiert—! € R mit
0= r_lo = ’]“_1(7"3) = (T‘_l’l")S = 1s = s.
.<=": Satz43.(i). O

Wegen (ii) ist jeder Schiefkdper nullteilerfrei. Die Umkehrung gilt nur bedingt. Es ist z. B.
7 ein nullteilerfreier Ring, der kein Schiefkorper ist. Es gilt aber der

Satz 61: Jeder endliche nullteilerfreie Ririg # {0} ist ein Schiefkérper.

BEWEIS: Betrachte die Abbildung,: R — R: r +— ar mita € R\ {0}. Wir zeigen, dass
sie injektiv ist. Sei dazy,(r) = f.(s), alsoar = as. Daraus folgta(r — s) = 0, und daR
nullteilerfrei ist folgtr = s. Da R endlich ist, istf, dann auch surjektiv. Da schgf(0) = 0
ist folgt f,(R\ {0}) = R\ {0}. Insbesondere gibt es ein! € R\ {0} mitaa~! = 1. Daa
in der Definition vonf, frei gewahlt war, gibt es zu jedeme R\ {0} eina™! € R\ {0} mit
aa~' = 1. DamitistR \ {0} eine Gruppe und ein Schiefkorper. O
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4.6 Korper

4.6.1 Elementare Eigenschaften

Auf Kérper gehen wir nun wieder ausfihrlich ein.

Definition 47 (Korper): Ein Schiefkérpef K, +, -) heilStKorper, wenn- kommutativ ist.

Es ist ein &ul3erst faszinierendes Ergebnis der Algebra, dass ein Schiefkdrper mit endlich
vielen Elementen automatisch ein Korper ist. Wir kbnnen diese Aussage leider in diesem
Rahmen nicht beweisen, halten das Ergebnis aber trotzdem fest im

Satz 62 (Satz von Wedderburn): Jeder endliche Schiefkérper ist ein Kérper.

Ausschliel3lich fur Korper (und hier auch nicht fur alle) hat sich die Schreibweise

T
— = a:y_l
Y

eingeburgert. Aus Platzgrinden werden wir aber weitgehend auf die Bruchschreibweise ver-
zichten. Wie immer gibt es nun zunachst ein paar Rechenregeln.

Satz 63: SeiK ein Kérper mitx,y,u,v € K. Dann gilt:

(i) %:x.
(i) £ =1firz #0.
xr
i &L = fiiry v £ 0.
Yy v -V
. 1 ..
(iv) — =ax— firy # 0.
Yy Yy
v) =Y fiire, v £0.
v v

vi) L =L — Tgry£o.
Y Yy Y

v+ yu

(vii) gi%: fiiry, v # 0.
wii) 2 = 0 fiirz £ 0,
xr

(ix) (f)_ = Y fiira,y 0.
Y x
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BEWEIS:
(i) Klar,dal =171

(i) Auch Klar.
(iii) Esist
09 (52) = (57) () = ey =

Multiplikation mit (yv)~! ergibt
ru ru

yo (yv)™ (zu) = '

(iv) Folgtaus

r—=z(ly ) =ay = z
Y
(v) Wegen
W_ry_Y¥_Y
v TV voov
(vi) Ergibt sich aus
-z  (-l)z —lz T
v S
Y Ly Ly y y
und
v lx J (-1) = —lo =z
-y (y -1y (HE=Hy 1y oy
(vii) Esist
1 1 1 +
T _ Ty ot (xv)— + (yu)— = (zv £ yu)— = St
y v yv yv yu yv yv yv
(viii) Klar.
(ix) Wegen

ry xy xy
yr yr xy [

Naturlich werden wir auch hier wieder Homomorphismen betrachten. Diese sind jedoch
wie bei Ringen definiert.

Definition 48 (Kérperhomomorphismus): Ein Ringhomomorphismus zwischen zwei Kor-
pern heiBKKdrperhomomorphismus

Wir wissen von Kdrperhomomorphismemur f(0) = 0. Ist aberf injektiv, so kann man
in f(1) = f(1-1) = f(1)- f(1) das Elemenf(1) # 0 kiirzen und erhélt auch nogtf1) = 1.

Wir erweitern nun das Konzept des geordneten Rings auf Korper. Dabei miissen wir jedoch
keine weiteren Forderungen stellen.
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Definition 49 (Geordneter Korper): Ein Kérper heilStgeordnet wenn er ein geordneter
Ring ist.

Wir kbnnen nun Sat#44 etwas erweitern.

Satz 64: SeiK ein geordneter Kérper mit,y, = € K undz > 0. Dann gilt:
() z<ysrz<yz
(i) z<ysrz<y:z.

BEWEIS:
(i) Esistr = 227t <yzz7 ! =y.

(i) Folgt aus (i) wegen: # y. O
Einen Zusammenhang zwischen Idealen und Kérpern liefert der folgende

Satz 65: Sei R ein kommutativer Ring, in dertd) und R die einzigen Ideale sind. Dann ist
R ein Korper.

BEWEIS: Seia € R mita # 0. Dann folgt(0) # (a) und somit(a) = R. Also ist insbeson-
derel € (a). Dann existiert eim € R mit 1 = ra = ar unda ist invertierbar. d

4.6.2 Quotientenkorper

Wir werden uns nun damit beschaftigen, wie man einen Ring zu einem Korper erweitern kann.
Dieses Verfahren wird uns in KapitgInitzlich sein, wenn wir aus den ganzen die rationalen
Zahlen konstruieren.

Definition 50 (Nennermenge): Sei R ein kommutativer Ring. Eine Teilmende# S C R
heilstNennermengewenn gilt:

(i) Furaller € R unds € S ist die Implikationrs = 0 = r = 0 erflillt.
(i) S ist bzgl.- abgeschlossen.
Wir fiihren nun &hnlich wie bei den Grothendieck-Gruppen eine Aquivalenzrelation ein.
Satz 66: SeiR ein kommutativer Ring un@ eine Nennermenge var. Dann wird durch
(r1,81) ~ (72, 82) & 1189 = 98]
aufR x S eine Aquivalenzrelation definiert.

BEWEIS. Reflexivitat ist klar, Symmetrie folgt aus der Kommutativitat. Transitivitat: Es gelte
(7“1,81) ~ (TQ,SQ) und (TQ,SQ) ~ (7"3,83), aISOT182 = T251 und 983 = T'3S9. Daraus erglbt
sich

18283 = 128153 = 125351 = 1'35251
und somitsy(r1s3 — r3s;) = 0. Dasy, € S muss danns; — r3s; = 0 sein und folglich
1S3 = T'351, a|SO(T1, 81) ~ (7”3, 83). ]
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Wir schreiben die Aquivalenzklassen nun als
T
- = (r,s).
S

Es gilt damit offenbar die Kiirzungsregel

7"_7“25

s st

Satz 67: Die Menge der Aquivalenzklassen wird durch die Verkniipfungen

1 U 1S9 + 1281
— === -
S1 S2 5152
T rra
51 52 5152

zu einem kommutativem Ring. Die Einbettung

iCR—>(RXS)/NZTI—>T—;

fur eins € S ist ein Monomorphismus.

BEWEIS: Wir mussen natlrlich zunachst die Wohldefiniertheit von Addition und Multiplika-
tion zeigen. Sei dazwy /s; = 71/51 undry/se = r3/8s, alsor;s; = ris; undrysy = 7359.
Dann folgt

(7189 + T951)S152 = 11525189 + 79515152 = T1515252 + T'2525151 = S182(71S2 + 7251),

also

T18y +T981  T183 + 728
$152 5152 .

Ebenso erhélt man r,s,55 = 71517252 und somit

rire 7172

5182 B 5182
Die Abgeschlossenheit ist klar. Die Assoziativitdt und Kommutativitat voand - vererbt
sich vonR. Nullelement ist)/s, Einselement ist/s. Das zur/s bzgl. + Inverse ist(—r)/s.
Wegen der Kirzungsregel istinabh&angig von der Wahl von Ferner gilt

(ri4+m)s r 1

i(?“1+7‘2):48 :;+;:Z(T1)+Z(T2>
und (r17)

: _ Unrz)s _ 1SS T2 .

i(ryry) = s T e s i(r1)i(r2).
Injektivitat: Seii(r) = 0. Daraus folgt(rs)/s = 0/s bzw.rss = 0s = 0. Das € S muss also
r = 0 gelten. Daraus folgKerni = {0} und somit die Behauptung. O
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Aufgrund er Injektivitat von kdnnen wirR mit i( R) identifizieren. Der Ring? wird damit
in nattrlicher Weise unitarer Unterring des Aquivalenzklassenrings. Sind die Elemense von
invertierbar, so gilt sogak ~ i(R), dai wegen

surjektiv ist.

Satz 68: Ist R ein Integritdtsring, so is§ := R\ {0} eine Nennermenge ung(R) :=
(R x S)/ ~ ein Korper, deQuotientenkdrpevon R.

BEWEIS: Die erste Aussage ist klar. Zur zweiten Aussage: Wir wissen schon §3atdass

(R x S)/ ~ ein kommutativer Ring ist. Wir miissen nur noch zeigen, dass es multiplikativ
inverse Elemente gibt. Sei als@s # 0/s. Dann folgtr # 0, alsor € S. Damit ergibt sich
(r/s)~t =s/r. O

Also haben wir erhalten, dass jeder Integritatsring unitarer Unterring eines Korpers ist. Die
Umkehrung, dass jeder unitare Unterring eines Korpers Integritatsring ist, ist nad0%atz
trivial. Die Einbettung des Integritatsrings in den Quotientenkdrper wird im nachsten Satz
genauer untersucht.

Satz 69: SeienR,, R Integritatsringe()(R,), Q(Rz) die entsprechenden Quotientenkdrper
undf: Ry — R, ein Isomorphismus. Dann gibt es einen Isomorphismug(R,) — Q(R2)
mit f(r) = f(r) fur aller € Ry, derf aufQ)(R,) fortsetzt, d. h.

R —1 R,
Q(Ry) —?>Q(R2)

komnmutiert.

BEWEIS: Man wahle ein0 # s € R;. WegenKern f = {0} ist ebenfallsf(s) # 0. Wir
betrachten nun die Abbildung(r/s) := f(r)/f(s). Wir zeigen zunachst, dass sie wohl-
definiert ist. Sei also'/s = 7/s, d.h.rs = rs. Dann gilt weiter f(rs) = f(rs) bzw.
f(r)f(s) = f(r)f(s). Daraus ergibt sich sofort(r)/f(s) = f(r)/f(s). Injektivitat: Sei
f(r1/s1) = f(rs/s2). Dann ergibt sichy' (r1)/f(s1) = f(rs)/f(s2) und weiterf (rq) f(s2) =
f(ra) f(s1). Somitistf(ris2) = f(res;) und wegen der Injektivitét vori auchr;sy = a8
sowier; /sy = ry/s,. Surjektivitat: Seiu/v € Q(R,). Da f surjektiv ist, gibt es, s € Ry mit
f(r) = wund f(s) = v. Damitist f(r/s) = f(r)/f(s) = u/v, alsof surjektiv. Nun bleibt
nur noch die Vertraglichkeit mit- und-. Diese ergibt sich aus

— (T 9 i 1S9 + 1981 . f(TlSQ + 7’281) . f(T182> + f(’f’gSl)
/ <_ i —> -/ ( 5152 ) - f(s152) B f(s182)

gt g 7 () 7 () -7 ()7 (2)
f(5152)+f(5182) f S$152 +f 5152 f S1 +f 52
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und

7(22) :7(7”17’2) _ fUra)  f(r)f(ra) ) f(ra) :T(Q>?(T_2)_

S1 S92 5152

Insbesondere ergibt sich filit; = R, bzw. f = id, dass Quotientenkdrper Uber demselben
Ring stets isomorph sind. Igt, schon ein Korper und lediglich injektiv, so existiert eine
eindeutig bestimmte Fortsetzung vérauf Q(R;).

Satz 70: SeiR ein Integritéatsring< ein Kérper undf : R — K ein Monomorphismus. Dann
existiert ein eindeutig bestimmter Monomorphisnfus)(R) — K mit f(r) = f(r) fur alle

re R, d. h.
_F
A

Q(R)

R K

kommutiert.

BEWEIS. Existenz: Definieref(r/s) := f(r)/f(s). Die Wohldefiniertheit haben wir schon
in Satz69 nachgerechnet. Ebenfalls wissen wir schon, dass diese Abbildung ein Monomor-
phismus ist. Eindeutigkeit: S¢ieine Fortsetung voifi auf Q(R). Dann muss fur alle, s € R

gelten
f(r)

T(5) =T =TT ™ = 00607 = 55 .

4.6.3 Polynomringe

Der Polynomring gehdrt mit Sicherheit zu den wichtigsten Ringen in der ganzen Mathematik.
Wir werden uns deshalb ausfuhrlich mit ihm befassen.

Definition 51 (Polynom): SeiR ein Ring. Man nennt einen Ausdruck der Form
p=a, X"+ a1 X" 4+ a1 X +ag (4.1)

mit a;, € R ein Polynomin der UnbestimmtenX lberR. Die a; heil3enKoeffizienten das
grol3tek mit ay, # 0 heilStGradvonp. Istn der Grad vorp, so schreibt mafirad p := n. Der
Koeffizienta,, heil3t dannLeitkoeffizient Ist der Leitkoeffizient gleich 1, so nennt man das
Polynomnormiert AuBerdem setzt marad 0 := —oo. Die einzelnen SummandenX*
hei3enGlieder. Die Menge aller Polynome mit Koeffizienten aldsn der UnbestimmterX
wird mit R[X] bezeichnet.
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Diese Definition der Polynome ist nicht unproblematisch. Wir halten zunachst fest, dass
man Polynome nicht mit Polynomabbildungen verwechseln darf. Ein Polynom ist ein Aus-
druck, der die oben angegebene Form hat. Eine Polynomabbildung ist eine Abbildung, deren
Definitionsgleichung ein Polynom ist. Das Problem mit der Identifikation von Polynom und
Polynomabbildung ist, dass dieselbe Polynomabbildung durch verschiedene Polynome dar-
gestellt werden kann. Es sind z. B. Gl#%f27Z die PolynomabbildungeX — X? + X und
X — 0 identisch, ebenso die Abbildungén — X und X — X2, nicht aber die Polynome.

Es ist schade, dass man in der Algebra nicht zwei verschiedene Notationen fur das Polynom
p und den Werp(X') der Polynomabbildung an der Stelle hat, denn beide werden mitl
bezeichnet.

Zur sauberen Definition setzen wir

R[X]:={p: N— R| p(k) # 0nur fur endlich vielé: € N }.

Ein solche® € R[X]| wird durch die Folgép(k))xen eindeutig bestimmt. Jedes Polynom der
Form (.1) identifizieren wir nun mit dieser Folgeu, a1, . . ., a,, 0, ...). Naturlich sind alle
Folgenglieder nach dem Leitkoeffizient gleich 0. Das Polynom ist dann eindeutig festgelegt
durch die Koeffizienten. Insbesondere sind zwei Polynome genau dann gleich, wenn ihre Ko-
effizienten gleich sind, wie gewtinscht. Zur expliziten Konstruktion des Polynomrings sei auf
AnhangB verwiesen.

Da die Einbettung: R — R[X]: r — (r,0,0,...) ein Monomorphismus ist, kann man
die Elemente vorR mit den konstanten Polynomen R{.X| identifizieren. Damit wirdR zu
einem unitéren Unterring voR[X]. Insbesondere sind dann die Koeffizienten eines Polynoms
wieder Polynome, so dass wir keine aul3ere Verknupfang R[X| — R[X] brauchen.

Wir werden die Verkniipfungen iR[.X'] so definieren, dass fir jeden kommutativen Rihg
die AbbildungR[X] — R: p — p(r) bei festemr ein Homomorphismus ist, der sogenannte
Einsetzungshomomorphismus

Satz 71: SeiR ein kommutativer Ring. Definiert man a&if X | die Verkniipfungen

(CLQ, ag, .. ) + (bo, bl, .. ) = (CLO + bo, ay + bl; .. )
(CL07 ay, .. ) : (bo, bl, .. ) = (CQ, Ci,y .. )
mit
Ck = aoby + arbg—1 + -+ - + axbo,
so wird(R[X], +, -) zu einem kommutativem Ring, deRplynomring
BEwEIS: Die Verknupfung+ in R[X] ist assoziativ und kommutativ, wei in R assoziativ

und kommutativ ist. Das Nullelement i§b, 0, ...), das zu(a, as, ...) bzgl. + Inverse ist
(—ap, —as,...). Das Einselementigt, 0, . ..). Den Rest rechnet man leicht nach. 0

Viele algebraischen Objekte lassen sich durch sog. universelle Eigenschaften charakterisie-

ren. Diese lassen sich am Ubersichtlichsten durch das Kommutieren von Diagrammen formu-
lieren.
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Satz 72 (Universelle Eigenschaft des Polynomrings)SeienR, S kommutative Ringej:
R — R[X] die kanonische Injektionf: R — S ein Homomorphismus ungl € S. Dann
gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphisifiu®[X| — S mit f(X) = s, so dass

f

—>.S

%

RX]
kommutiert.

BEWEIS: Existenz: Setze

flap, X"+ -+ a1 X +ag) = fla,)s" + -+ flar)s + f(ao).

Offensichtlich ist danrf ein Homomorphismus mit der gewiinschten Eigenschaft. Eindeutig-
keit: Sei nunf ein Homomorphismus, der das Geforderte erfullt. Dann nfussf o i gelten.
Oder etwas ausfuhrlicher:

Flan X"+ + arX +ag) = f(i(an) F(X)" + - + F(i(a1) f(X) + f(i(ao))
= flan)s" + -+ f(a1)s + f(ao). O

DassGrad (p + ¢) < max(Grad p, Grad q) gilt ist klar’. UberGrad (pq) kann man jedoch
mehr aussagen.

Satz 73: SeienR ein kommutativer Ring ung, q € R[X]. Dann gilt
Grad (pq) < Grad p + Grad g.
Ist R ein Integritétsring, so gilt sogar Gleichheit.

BEWEIS: Sei zunédchsp = 0 oderg = 0. Dann ist auchyg = 0 und die Gleichung erfillt. Es
gelte nump, ¢ # 0. Nach Definition ist mit

p= an X" +an—1Xn_1 4+ -+ X +ag
und
q = mem + bm_le_l 4+ 4 le + bo

dann
Pq = Copm X" 4 Cpna X 4 a X+ ¢,

wobeia,, undb,, jeweils die Leitkoeffizienten sind ung die Summe der Koeffizienten, b;
ist, deren Indexsumme geradergibt. Damit ist danm,,.,, = a,b,, # 0, falls R Integritats-
ring ist. O

"Man setzt—oco + n 1= —oo und—oo + (—00) := —o0.
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Ist K ein Korper, so ist die Einheitengruppge* = K \ {0}. Betrachtet man nun den
PolynomringK [ X, so stellt man fest, dass die Einheiten identisch sind.

Satz 74: Fir jeden KérpelK gilt K* = K[X]*.

BEWEIS:

»C" Klar.

,2" Seip € K[X]*. Dann gibt es eiy € K[X] mit pg = 1. Wegen Satz73 muss dann
Grad p = 0 gelten, dennk ist Integritatsring. Also isp ein konstantes Polynom ungleich 0,
somit ein Element vork \ {0} und damit eine Einheit it . O

Wir werden nun die Teilbarkeitslehre in Ringen auf den Polynomring anwenden. Wir mus-
sen dazu noch ein paar Begriffe einfuhren. Teilteia R die Elemente,...,r, € R, SO
heil3tr gemeinsamer Teileronry, ..., r,. Sind die einzigen gemeinsamen Teiler dieser Ele-
mente Einheiten, so heil3en dig . . ., r, teilerfremd Ein gemeinsamer Teiler dey, ..., 7,
hei3tgrol3ter gemeinsamer TeilgeT, wenn alle anderen gemeinsamen Teiler ¥an. ., r,
denggT teilerf.

Definition 52: Sei R ein Integritdtsring und # f € R[X]|. Es hei3tf primitiv, falls die
Koeffizienten vonf teilerfremd sind.

Man stellt nun fest, dass sich jedes Polynom als Produkt aus einem primitiven Polynom und
einem Korperelement des Quotientenkdrpers schreiben lasst. Diese Schreibweise ist bis auf
die Multiplikation mit einer Einheit eindeutig.

Satz 75: SeiR ein faktorieller Ring. Dann gibt es zu jedém# [ € Q(R)[X] einx € Q(R)

und ein primitives Polynony € R[X] mit f = xg. Ist umgekehrt eiry € Q(R) und ein

primitives Polynomh € R[X| mit f = yh gegeben, so gibt es einc R* mit h = eg und
-1

y=uze .

BEWEIS. Sei . . , ,
f=txrgp iyt oy Ay 0
Sn Sp—1 S1 So

gegeben. Betrachte fir:= s - - - s,, das Polynom
sf=t, X"+ t, 1 X" '+ + 1, X + 1.

Ist a derggT derty,...,t,, SO sindty/a,...,t,/a € R teilerfremd. Damit isty := s/af
primitiv und f = z¢g mit z := a/s. Sei nunf = yh mity € Q(R) undh € R[X] primitiv.
Wir kdnneny = r/t schreiben mit-;¢t € R. Aus fs = ag und ft = rh folgt rsh = atg.
Folglich istat gemeinsamer Teiler der Koeffizienten vath. Es ist abeh primitiv, also muss
at|rs gelten. Umgekehrt folgts|at und nach Sats3.(ii) gilt at ~ rs. Demnach existiert ein
e € R* mitat = rse. Alsofolgtz = a/s = r/te = yeundh = 1/yf =e/xf = eg. O

8 Es gibt verschiedene Verfahren, um gefl’ zu bestimmen, wovon das einfachste Beklidische Algorithmus
ist, worauf wir hier aber nicht eingehen kénnen.
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Uber das Produkt zweier primitiver Polynome sagt der folgende Satz etwas aus.

Satz 76 (Satz von GauR):Sei R ein faktorieller Ring. Dann sind, g € R[X| genau dann
primitv, wennf g primitiv ist.

BEWEIS:

»,= Angenommen,fg ware nicht primitiv. DaR faktoriell ist, existiert ein Primelement
p € R, das alle Koeffizienten vorfg teilt. Diese sind Elemente des Primideéis (siehe
Aufgabe25), also im Kern des kanonischen Epimorphismus? — R/(p). Wir untersuchen
nun die Abbildung

v RX| — (R/(p)[X]: an X" + -+ + a1 X + ag — 7(a,) X" + -+ 7(a1) X + 7(ao).

Man sieht leicht, dasg ein Epimorphismus ist, und insbesondere@it ) (fg) = ¥ (f)¥(g).
Da nach Sats7 R/(p) ein Integritatsring ist, ist auct/(p)[X] ein Integritatsring, und es
mussy(f) = 0 oderiy(g) = 0 gelten. Sei 0. Ey)(f) = 0. Also sind alle Koeffizienten vorf
Elemente vorKern = und damit durchp teilbar und nicht primitiv.

»<=". Angenommen,f ware nicht primitiv. Dann existiert ein Primelementc R, das al-
le Koeffizienten vonf teilt. Folglich gibt es eim € R[X], so dassf = ph. Aber dann ist
fg = phg nicht primitiv. O

Wir betrachten nun die irreduziblen ElementeipX|.
Satz 77: SeiR ein faktorieller Ring und’ € R|X|. Dann sind dquivalent:
(i) Esistf irreduzibel inR[X].
(i) Entweder istf irreduzibel inR oderf ist primitiv in R[X] und irreduzibel irQ(R)[z].

BEWEIS:

‘(i) = (ii)*: Sei f irreduzibel inR[X]. Dann giltf # 0und f ¢ R[X]* = R* (siehe Aufga-
be26). IstGrad f = 0, so muss € R\ R* gelten. Schreibt mafi = abmita,b € R C R[X],

so folgt nach Voraussetzunge R[X]* = R* oderb € R[X|* = R*. Dann istf auch irre-
duzibel UberR. Sei nunGrad f > 0. Dann gilt f ¢ Q(R)[X]* = Q(R)*. AulRerdem istf

primitiv in R[X], denn sonst lielBe sichschreiben alg = pg mitp € R primundg € R[X],

was mitp ¢ R* = R[X]* sowieg ¢ R* = R[X|* zum Widerspruch zur Irreduzibilitat vof
fihren wirde. Sei nugi = hk mit h, k € Q(R)[X]. Nach SatZ5 existierenz,y € Q(R) und
h,k € R[X] mit h = zh undk = yk. Folglichistf = 1f = (zy)(hk) mit zy € Q(R) und
hk primitiv nach Satz76. Erneut nach SatZ5 folgt dann fur die Zeﬂegungefﬁ% = fund

zye ! = 1 mit eineme € R*. Da f irreduzibel inR[X] ist, ist damith € R[X]* = R* oder
k € R[X]* = R* und weiterh € Q(R)[X]* = Q(R)* oderk € Q(R)[X]* = Q(R)*. Somit
ist fin Q(R) irreduzibel.

(i) = (i)"“: Sei zun&chstf irreduzibel inR. Dann ist0 # f ¢ R* = R[X]|*. Seif = gh

mit g,h € R[X], dann folgt0 = Grad f = Gradg + Grad h nach Satz73, also0 =

Gradg = Grad h. Damit istg,h € R. Da f irreduzibel inR ist folgt g € R* = R[X]*

oderh € R* = R[X]* also istf irreduzibel inR[X]. Sei nunf primitiv in R[X] und irre-
duzibel inQ(R)[X]. Dannist0 # f ¢ Q(R)[X]|* = Q(R)*. Daraus folgiGrad f > 0 sowie
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f ¢ R[X]" = R*. Seif = ghmit g,h € R[X], sofolgtg € Q(R)[X]* = Q(R)* oder
h € Q(R)[X]* = Q(R)*. Seio.Eg € Q(R)*, alsog € R[X]NQ(R)* = R\ {0}. Dann teilt
g alle Koeffizienten vory, und weil f primitiv ist ergibt sichg € R*. O

Eines der Hauptergebnisse dieses Abschnitts ist der

Satz 78: Ist R ein faktorieller Ring, so aucR[X].

BEWEIS: Sei0 # f € R[X]\ R[X]*. Fallsf € R sind wir fertig. Sei als@Grad f > 0 und

a derggT der Koeffizienten vory. Dann lasst siclyf schreiben aly = ag mit g € R[X]
primitiv. Betrachtet man jedoclfi tberQ(R), so lasst sich schreibefi= f;--- f, mit f; €
Q(R)[X] irreduzibel. Fur jedes € {1,...,n} existiert nach SatZ5eina;, € Q(R) und ein
primitives Polynomg; € R[X] mit f; = a;g;. Dann sind dieg; auch irreduzibel inR[X].
Betrachte also das Produkt= a; - - - a,¢; - - - g,. Laut Satz76ist aberg; - - - g,, primitiv, und
es gibt erneut nach Satbeine € R* mit ay - - - a,, = ae sowieg = eg; - - - g,,. Daraus folgt
nun f = aeg; ---g,. Fallsa € R* ist nichts mehr zu zeigen. Ansonsten kdnnen avin
irreduzible Elemente zerlegen. Schlief3lich fstollstandig faktorisiert und die Existenz der
Zerlegung gesichert. O

Wir untersuchen nun noch kurz den Zusammenhang zwischen den Nullstellen von Polyno-
men und der Faktorisierbarkeit.

Satz 79: Sei R ein kommutativer Ringf € R[X],r € R und f(r) = 0. Dann istf =
(X —a)g flireing € R[X].

BEWEIS: Schreibe

F = X" 4 X et X+ ag
:a"(X_T—i_r)n—i_a”_l(X_r—i_T)n_l+"+(l1(X—T—i—7‘)—|—a0
:bn(X—T’)n—l-bn,l(X—r)”*l_|_...+bl(X_7a)_|_b0

mit by, . . ., b, geeignet gewahlt. D& = f(r) = b, ergibt sich
f=X=r)bp(X — )" by (X =) 24+ by). O

Man kann naturlich nicht nur Polynome in einer Unbestimmten betrachten, sondern Po-
lynome in beliebig vielen Unbestimmten. Man erhalt z. B. den Ring der Polynome in den
UnbestimmtenX undY uUberR[X,Y] := (R[X])[Y].

Ist K ein Korper, so erhalt man tbrigens relt K[ X]) den Korper derationalen Funktio-
nenuberK in der UnbestimmterX'.

68



4.6.4 Primkorper

Definition 53 (Unter- und Erweiterungskadrper): SeilL ein Kérper undx C L ein unitérer
Unterring. Es heiRK Unterkorpenon L, wenn fiir aller € K undy € K\{0} giltzy~' € K.
Dann heit. Erweiterungskorpevon K, und man schreiblt | K .

Analog zu Aufgabel4 zeigt man, dass der Schnitt von Unterkorpern wieder ein Unterkor-
per ist. Der Schnitt aller Unterkorper van hei3tPrimkdrpervon L. Er hat keinen echten
Unterkorper.

Satz 80: Die Charakteristik eines nullteilerfreien Rings ist entwetleder eine Primzabhl.

BEwEIs: Betrachte die Abbildung: Z — R: m — m - 1. AngenommerChar R > 0. Sei
Char R = ab mit a,b € N. Dann gilt0 < a,b < Char R. Weiter istf(a)f(b) = f(ab) =
f(Char R) = 0. DaR nullteilerfrei ist folgt f (a) = 0 oder f(b) = 0. Sei 0. E.f(a) = 0. Dann
ist wegen der Ungleichung= Char R undb = 1. Folglich istChar R € P. O

Insbesondere gilt dieser Satz naturlich fur Korper. Wir wissen also, dass die Charakteristik
jedes Korper$ oder prim ist. Umgekehrt ist der RestklassentiygZ fur p € P ein Korper.
Der Beweis wird in Anhan@ geflhrt.

Satz 81: SeiK ein Kérper undP C K sein Primkdérper. Dann gilt:
(i) Ist Char K =0, so istP ~ Q.
(i) Ist Char K = p # 0, so istP ~ Z/pZ.
BEWEIS: Betrachte den RinghomomorphismfisZ — K: m +— m - 1.

(i) Ist Char K = 0, so istf injektiv. Nach Satz/0 existiert die Forisetzunﬁ: Q — K°.
Nun istf aber ein Kérpermonomorphismus, d. h. insbesonderf&@j ein Unterkorper
von K. Da P ein Primkdrper ist folgi®? C f(Q). Fur die umgekehrte Inklusion schreibe

f(@):{?(T)GKHGQ}:{%GK‘m,nGZ/\n%O}.

il

Daf(1) = 1 € P folgt weiter firm € N

f(m)

F(1+---2+1)= f(1 e f(N=14+---+1= P.
At ) =fO+- -+ )=+ +l=me
mmal mmal mmal

SchlieRlich ist fiirn # 0 auch f(m/n) = f(m)/f(n) € P, also f(Q) € P und
insgesamif(Q) = P bzw.Q ~ P.

(i) Ist Char K = p # 0, so istKern f = pZ, also f(Z) ~ Z/pZ ist ein Unterkorper von
K. Wieder istP C f(Z). Andersrumisterneut € P, ...,m € P furallem € N, d. h.
f(Z) C P.AlsoistP = f(Z) ~ Z/pZ. O

SWir haben hierQ(Z) = Q benutzt, was wir in der Tat in Kapitélso einfiihren werden.
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Mit diesem schonen Ergebnis, das beispielhaft die Machtigkeit einfacher Isomorphietber-
legungen zeigt, erhalten wir einen tieferen Einblick in die Struktur von Koérpern. Primkdrper
spielen ubrigens bei der Klassifikation der endlichen Korper eine entscheidende Rolle. Zum
Abschluss unserer Beschéaftigung mit der Algebra sprechen wir noch kurz den Vektorraumbe-
griff an.

4.7 Vektorrdume und Algebren

Vektorraume gehoren zu den absolut fundamentalen algebraischen Strukturen in der Mathe-
matik. Viele Objekte in der Mathematik lassen sich als Vektorrdume auffassen, und man kann
dann direkt die Theorie der Vektorrdume, die in tieearen Algebraentwickelt wird, auf sie
anwenden.

Definition 54 (Vektorraum): Sei K ein Korper,V eine abelsche Gruppe undK x V —
V' eine dul3ere Verknlpfung. Das TrigeKk, +,-), (V,+),-) heilst Vektorraumoderlinearer
Raum wenn gilt

() AN+p)-v=XAv+p-v
(i) M- (v+w)=A-v+A-w

(i) (1) v =X (-v)
(iv) 1-v=vw

fur alle \,n € K undv,w € V. Die Elemente vorv heil3enVektoren die Elemente vori
Skalare K heif3t derSkalarenkdrperDie Verkntipfung heilStskalare Multiplikation

Man beachte, dass wir hier erneut die Verkntupfungen auf den verschiedenen Mengen sym-
bolisch nicht unterscheiden. Gelten die obigen Axiome, so nennt man auch abklreereh
K-Vektorraum oder Vektorraum Ubéf.

Wir geben hier nur ganz kurz ein Beispiel fir einen Vektorraum an. Dieses Beispiel kommt
aus der Analysis. Und zwar betrachten wir die Meddealer FunktioneR — R. Definieren
wir die Summe zweier Funktionen Ubgf + g)(x) = f(z) + g(x), so istM sicher eine abel-
sche Gruppe. Aul3erdem kénnen wir jede reelle Funktion mit einer reellen Zahl multiplizieren
gemal(\f)(x) = Af(z) und erhalten wieder eine reelle Funktion. Dieser wichtige Vek-
torraum heil3Funktionenraumin unserem Beispiel gilt aber sogar noch mehr. Wir kdnnen
namlich auch zwei reelle Funktionen ubgig)(z) = f(z)g(z) miteinander multiplizieren
und erhalten wieder eine reelle Funktion. Man spricht deshalb voRutetionenalgebra

Definition 55 (Algebra): SeiK ein Kérper und/ ein K -Vektorraum. Man nennit eine K -
AlgebraoderAlgebra UberK, wenn eine Verknlipfung V x V. — V definiert ist, fir die
gilt

() Au+pv)-w=ANu-w)+ p(v-w)

(i) w(Av+ pw) = AMu-v) + p(u - w)
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fur alle \, n € K undu,v,w € V. Eine Algebra heil3assoziativbzw. kommutatiy wenn
- assoziativ bzw. kommutativ ist. Eine Algebra hei@titar, wenn ein Einselement bzgl.
existiert.

Die Funktionenalgebra/ ist somit eine unitare, assoziative und kommutakvélgebra.
Funktionenrdume und Funktionenalgebren spielen in der modernen Analysis, aber besonders
in der Funktionalanalysiseine wichtige Rolle.

Wir haben tbrigens nicht ohne Grund den Polynomring so intensiv untersucht. Es lasst sich
namlich zeigen, dass flr jeden Kérp€rund jedes irreduzible Polynorfitiber K ein Erwei-
terungskorper vork existiert, tber deny in Linearfaktoren zerféllt. Der kleinste Erweite-
rungskorper mit dieser Eigenschaft hefgrfallungskorpewon f tiber K9, Dieses Ergebnis
wird in der linearen Algebra oft benutzt. Wir kbnnen den Beweis hier leider nicht geben, da
er nicht-triviale Resultate aus der linearen Algebra benutzt, die wir hier nicht besprechen kon-
nen. Wir verlassen vielmehr nun unseren algebraischen Kompaktkurs und wenden uns der
Konstruktion der Zahlbereiche zu.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 13: Uberfiihre

0o W
—
o ot
o
ol =]
—_
=S o
w ©
—_
© o
N——

N
DO —
I )

in Zyklen-Schreibweise.

Aufgabe 14: Sei G eine Gruppe undU;),c; eine Familie von Untergruppen var. Zeige:
Dann ist(),., U; ebenfalls eine Untergruppe van Was ist mit J,_, U;?

Aufgabe 15: SeienG eine Gruppe und’, V' C G Teilmengen. Zeige:

a) EsistU genau dann eine Untergruppe v@pwennU - U C U undU ! C U gilt. Gilt
auch Gleichheit?

b) Das MengenproduKt - V' ist genau dann Untergruppe véhwennU -V =V - U gilt.

Aufgabe 16: Zeige:
a) Es gibt genauso viele Links- wie Rechtsnebenklassen.

b) In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe Normalteiler.

Aufgabe 17: SeienG eine Gruppe und/,V < G Untergruppen. Dann giliG : U] =
G V]-[V:U].

Aufgabe 18: Sei f ein Endomorphismus auf einer Gruppe. Zeige: Dann sind aquivalent:

1OMan kann den Zerfallungskorper sogar explizit konstruieren.

71



a) f istinjektiv
b) f ist surjektiv
c) f ist bijektiv.

Aufgabe 19: SeienGG und H Gruppen,f: G — H ein Epimorphismus un@’ <1 GG. Zeige:
f(U)<H.

Aufgabe 20: Zeige: Hat jedes Element einer Gruppe aul3er dem neutralen Or@dnsogst
die Gruppe abelsch.

Aufgabe 21: Zeige, dass in jeder Gruppe die Ordnungen ybrundhg gleich sind.
Aufgabe 22: SeienG, H Gruppen undf: G — H ein Homomorphismus.

a) Seig € G mit Ordnungk. Was folgt daraus fur die Ordnung vditg)?

b) Nun seienGG, H endliche Gruppen, deren Ordnungen teilerfremd seien. Zeige, dass
f(g) =1furalleg € G ist.

Aufgabe 23: SeiM eine beliebige Menge. Wir definieren eBf M) die Verknupfung
NAO := (N\O)U(O\N),

welchesymmetrische Differergenannt wird. Zeige, dass dani® (), A, N) ein Ring ist,
der sogenannnt@otenzmengenrinyVelche Charakteristik hat er?

Aufgabe 24: SeienR, S Ringe mitR ~ S. Zeige: IstR nullteilerfrei, so auclb.

Aufgabe 25: Sei R ein Integritatsring und # p € R. Zeige: Es isp genau dann Primele-
ment, wenrn(p) Primideal ist.

Aufgabe 26: Zeige: Fur jeden Integritatsring gilt R* = R[X]*.
Aufgabe 27: Sei K ein total geordneter Korper mit, y € K. Zeige: Dann gilt:
a) 0<1.
b) Esistzy > 0 genau dann, wenn, y > 0 oderz,y < 0.
c) Giltz > 0, dannistry > 0 genau dann, wenpn > 0 ist.
d) Fallsx < y qilt, so existierteire € K mitx < z < .

e) K ist unendlich.

Aufgabe 28: SeienV ein K-Vektorraum und)y,, bzw. 0x die Nullelemente vor/ bzw. K.
Zeige:
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a) Og -v =0y
b) A-0y =0y
©) (=X) v =A-(~v) = —(A-v)
d) A-v=0y = \=0gVo=0y

furallev € V, A € K. Welche Rechenregeln gelten auch fir Moduln?
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5 Die Konstruktion der Zahlbereiche

5.1 Naturliche Zahlen

5.1.1 Das Prinzip der vollstandigen Induktion

Der am Anfang unserer Uberlegungen stehende Zahlbereich ist die Menge der natiirlichen
Zahlen. Um sie zu konstruieren bleibt uns nichts anderes ubrig, als direkt die Axiome der
Mengenlehre zu verwenden. Wir erinnern insbesondere an das Unendlichkeitsaxiom: ,Es gibt
eine Menge, di¢ und mit jedem Element/ auch die Menge enthalt, die ali$ und den Ele-
menten von\/ besteht.” Wir schreiben nua(x), wenn die Menge das Unendlichkeitsaxiom
erfallt.

Sei N eine Menge mitA(N). Dann musd) € N gelten,{0} € N, {0,{0}} € N usw.
Eine Menge, die genau aus diesen Elementen bestiinde, wére in gewisser Weise die ,kleins-
te" Menge, die das Unendlichkeitsaxiom erfullt. Wir werden nun zeigen, dass es eine solche
kleinste Menge in der Tat gibt.

Satz 82: Es gibt eine Meng® mit A(N), so dass fiir jede andere Mengjemit A(N) stets
N C N gilt.

BEWEIS: SeiN mit A(/N) gegeben. Definiere
M :={x e P(N) | A(x) }.

WegenN € M ist M # (. Nun setze
N:= ﬂ x.
zeM

Wir zeigen nun, das4(N) gilt. Zunachstist) € N, dal € « fir allex € M. Sei nunn € N.

Dan € z furallex € M istauchn U {n} € z fir allex € M und somit» U {n} € N.
SeinunO eine beliebige Menge mit(O). Dann gilt auchA(N N O). NunistabetNNO €

P(N) und dahetN N O € M und weiterlN C NN O C O. O

Definition 56 (Menge der natirlichen Zahlen): Die MengeN heilstMenge der naturlichen
Zahlen Wir fiihren fiir ihre Elemente induktiv die Bezeichnun@er- () undn+1 := nU{n}
ein.

Damit erhalten wir also

0=0, 1=00U{0}={0}, 2=1U{1}={0,{0}},
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Man beachte, dass stets= {0, 1,...,n — 1} gilt. Dies ist intuitiv klar und wird im néchsten
Abschnitt bewiesen. Wir werden diese Tatsache dann u.a. nutzen, urh @oé Ordnung
einzufuhren.

Untrennbar mit der Struktur der natirlichen Zahlen verknUpft ist das Beweisprinzip der
vollstandigen Induktion. Es ist in der Mathematik absolut unverzichtbar und wird uns nun
naher beschéftigen.

Satz 83 (Prinzip der vollstandigen Induktion): Sei A(z) eine Aussageform. Isd(0) und
fir allen € N die ImplikationA(n) = A(n + 1) wabhr, so giltA(n) fur allen € N.

BEWEIS: SetzeM := {n € N | A(n) }. Nach Voraussetzung it M. Ebenso giltn €
M = n+ 1 € M. Damit erfullt aber)d das Unendlichkeitsaxiom und nach S&&gilt
NC M CN,d.h.M =NundA(n) gilt fur allen € N. O

Das Prinzip der vollstandigen Induktion gilt in dieser Formulierung nur fur Aussagen, die
fur alle naturlichen Zahlen gelten. Es gibt aber viele Aussagen, die erst ab einer bestimm-
ten Zahl gelten. Deshalb wird man winschen, dass marirakriktionsanfand durch eine
beliebige Zahin € N ersetzen karn

Satz 84: SeiA(x) eine Aussageform und € N. Ist A(m) und fiir allen € N mitn > m die
Implikation A(n) = A(n + 1) wabhr, so giltA(n) fir allen € N mitn > m.

BEWEIS: Wir wenden Sat83 mit der Aussageform
B(z):x e NAz>m = A(z)

an. Dann giltB(0), denn fallsn = 0 ist nichts zu zeigen, und falls > 0 ist die Voraussetzung
immer falsch, die Implikation also wahr. Wir nehmen nun an, d&gs) gilt und zeigen, dass
dann auchB(n + 1) gilt. Dan + 1 > m reicht es zu zeigen, das§n + 1) gilt. Im Fall
n + 1 = m ist dies nach Voraussetzung erfillt. Im Fal+ 1 > m folgt n > m und mit B(n)
folgt A(n). Dann folgt aber automatischi(n + 1). O

Als nachstes werden wir diemduktionsvoraussetzung(n) und damit verbunden den-
duktionsschlussl(n) = A(n + 1) modifizieren.

Satz 85 (Verallgemeinertes Prinzip der vollstédndigen Induktion): SeiA(z) eine Aussage-
form undm € N. Gilt fir allen € N mitn > m die Implikation

(v:m§l<n:A(Z)> = A(n),
leN
so gilt A(n) fur allen € N mitn > m.

Der Beweis erfolgt genau analog zum vorigen Beweis; wir werden uns damit nicht aufhal-

ten. Der mit Induktionsbeweisen nicht vertraute Leser sollte zunachst AbsBHnittesu-
chen, denn die dort gelieferten Induktionsbeweise sind elementarer als die folgenden.

!Die folgenden Satze und Beweise benutzen die Ordnunlj aofvie einige elementare Eigenschaften natiirli-
cher Zahlen, die im folgenden Abschnitt behandelt werden. Sie sind der Ubersichtlichkeit wegen vorgezogen
worden und kénnen zunéchst Gbersprungen und dann nachgeholt werden.
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5.1.2 Die Ordnung auf N

Wir missen zunachst die anschauliche Vorstellung von der mengentheoretischen Darstellung
der naturlichen Zahlen mathematisch streng machen.

Satz 86: Fur allen € N gilt:
(i) Auszx € n folgtz € N undzx C n.
(i) Ausz € N undxz C n undz # n folgt x € n.

(iii) Es gilt n ¢ n und inshesondete # n + 1.

BEWEIS: Wir beweisen die Aussagen durch Induktion nach

(i) Dax € 0 = () immer falsch ist, ist die Implikation und damit der Induktionsanfang
wahr. Nehmen wir nun an, die Behauptung gelte fir ein beliebig&er Konstruktion
istn+1 € N. Ausz € n+ 1 = nU {n} folgt sofortz € n oderz = n. Im ersten
Fall folgt aus der Induktionsannahmec N undxz C n C n + 1. Im zweiten Fall ist
xr=n € Nundz =n C n+ 1. Damit folgt die Behauptung fi + 1.

(i) Die Aussage lautet formal

A(n): \Z/N: (xCnAz#n=x€n).

Es ist wiederA(0) trivialerweise wahr. Gilt numi(n) fur einn, so betrachte € N mit
x Cn+1lundz # n+ 1. Esgiltn ¢ x, denn aus € x wirde mit (i) direktn C 2 und
somit

n+l=nU{n}CazU{n}fCarCn+l

folgen, wasr # n + 1 widerspricht. Aust C n+1 =nU {n} undn ¢ x folgt somit
r Cn. ImFalx = nistz C n+ 1 Klar. Gilt stattdessen # n, so folgt aus der
Induktionsannahme € n C n + 1.

(iii) Die letzte Aussage isti(n): n ¢ n. Naturlich istA(0) wahr. Die Aussage gelte nun fir
einn. Wir missen num + 1 ¢ n + 1 zeigen. Angenommen, esgelte-r 1 e n+ 1 =
nU{n}. Daraus folgtn + 1 € nodern+ 1 =nU{n} € {n},d.h.nU {n} = n.Im
ersten Fall folgt aus (iy + 1 = nU{n} C n, also insbesondere € n, genauso wie im
zweiten Fall — Widerspruch zur Induktionsannahme! O

Mit diesem Hilfssatz kénnen wir nun zur angesprochenen Ordnungsrelation kommen. Wei-
ter erhalten wir die schon erwéhnte Darstellung {0,1,...,n — 1}.

Satz 87: Durchn < m <= n C m wird aufN eine totale Ordnung definiert. Zuséatzlich gilt
n={meN|m<n}.
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BEWEIS: Reflexivitat, Antisymmetrie und Transitivitat sind klar. Fir den Rest verwenden wir
wieder einen Induktionsbeweis. Die Aussage ist dann

An): Y :nCmvVmCn.
meN
Der Induktionsanfangl(0) ist wegen0 = () C m fur allem € N erfullt. Sei nunA(n) fir ein

n gultig. Fur ein beliebiges: € N gilt immern C m A n # m oderm C n. Im ersten Fall
fuhrt Satz86.(ii) aufn € m, und somit gilt

n+1l=nU{n} CmuU{n} Cm,

alson + 1 < m. Im zweiten Fall istn Cn C n+ 1, alsom < n+ 1.

Zur Darstellung vom: Fallsm € n folgt mit Satz86.(i) direktm C n und somitm < n.
Da nach Sat86.(iii) stetsn ¢ n gilt, folgt m ¢ n und dahern < n. Ist umgekehrin < n, so
folgt m C n undm # n, alsom € n nach Sat86.(ii). O

5.1.3 Abbildungen zwischen endlichen Mengen

Bevor wir Verknupfungen zwischen natirlichen Zahlen einfihren kénnen, missen wir zu-
nachst Abbildungen zwischen endlichen Mengen genauer untersuchen.

Satz 88: Seienm,n € N.
(i) Ist eine Abbildungf: n — n injektiv, so ist sie auch surjektiv.
(ii) Gibt es eine Bijektionf : n — m, S0 iStn = m.
(iii) Sei M eine Menge. Gibt es Bijektionefr n — M undg: m — M, S0 iStn = m.

BEWEIS:
(i) Wir zeigen die Behauptung wieder durch Induktion naclind betrachten zunachst
n = 0 = (). Eine Abbildungf: § — ( istimmer surjektiv, da es kein € () gibt, fir das
man einz € () finden misste mif (x) = y.

Sei die Behauptung also richtig fur eine N, und betrachte eine injektive Abbildung
f:n+1— n+1. Dannist auch die Einschrankurfg, von f aufn C n+1 =nuU{n}
injektiv, und ihr Bild kann inn enthalten sein oder nicht.

Im ersten Fall istf|, nach Induktionsvoraussetzung surjektiv, d. h. das Bild der Menge
n unter der Abbildungf|, und somit auch untef ist die Mengen. Da f injektiv ist,
muss dann das Bild des Elementdas Element sein. Somit istf surjektiv.

Seinunf| (n) ¢ n. Dann gibt es einn < n mit f(m) = n. Da f injektiv ist, muss
f(n) < n gelten. Betrachte nun die Abbildung

f)  w=m
findl—n+1:z— f(z) falls z#m,n
n T =n.
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Sie ist ebenfalls injektiv, da nur die Bilder vghpermutiert werden. Wegefl(n) =n
ist f(z) # n fur allex < n. Damit zeigt die Argumentation des ersten Falls, dass
surjektiv ist. Dann ist aucli surjektiv.

(i) Wir kdbnnen nach Satd7 0. E.m C n annehmen. Die kanonische Injektion
gm-—n:r+——2T

ist injektiv. Nach Aufgabe a)ist dann auclyo f: n — n injektiv und nach Teil (i) auch
surjektiv. Nun zeigt Aufgab8 b), dassy surjektiv ist, und daher isti = g(m) = n.

(i) Das Diagramm

n —f> M
\ Tg
g of
m
kommutiert. Wendet man auf die Bijektionr! o f: n — m Teil (i) an, so folgt die
Behauptung. O

Wir kénnen nun die vormals intuitiv eingefihrte Machtigkeit endlicher Mengen formalisie-
ren.

Definition 57: Eine MengeM heil3tendlich wenn es eim € N und eine Bijektiom — M
gibt. Die Zahln heiStMachtigkeitvon M .

Diese Bijektionn — M : k — z;, definiert einAufzahlungzy)e, der Elementer, € M.
Benutzt mam = {0,...,n—1}, so erhalt man die gewohnte Notation,);—o . .1 fur diese
Familie.

Sei nunM eine beliebige Menge. Fir ein € N definiert jede Abbildung: — M (die
weder injektiv noch surjektiv zu sein braucht) eieedliche Folgeaus Elementen voi/,
geschrieben wied€rry)x—o,.. ,—1- Eine AbbildungN — A/ heitunendliche Folgeron Ele-
menten aud/, geschriebefiz,).cn. Die Menge aller endlichen bzw. unendlichen Folgen wird
mit M"™ bzw. M~ bezeichnet.

,,,,,

5.1.4 Die Addition und Multiplikationin N

Wir fuhren nun die Bezeichnung* := N\ {0} ein. Um die Verknlpfungen naturlicher Zahlen
zu erklaren, mussen wir zunachst dilachfolgerfunktiorauf N studieren.

Satz 89: Die Abbildungf: N — N*: n — n + 1 ist bijektiv.

BEWEIS: Wir beweisen die Surjektivitat durch Induktion tberEs istf(0) = 0+ 1 = 1,
d. h.1 hat ein Urbild unterf. Weiter istf(n) = n + 1, also hat: + 1 ebenfalls ein Urbild.
Seien nunm,n € N mit m # n. Wir kbnnen o. Em < n annehmen. Nun folgt

fm)=m+1<n<n+1= f(n),
alsof(m) # f(n), wobei Aufgabe?9 verwendet wurde. O
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Dieser Satz zeigt, dass fur jedes N* genau einm € N existiert mitn = m + 1. Die Zahl
n heil3t demMachfolgervon m undm derVorgangervonn. Man schreibtn = n — 1.

Eine wichtige Eigenschaft der natirlichen Zahlen ist die Tatsache, dass die totale Ordnung
aufN sogar eine Wohlordnung ist (siehe dazu auch Anhahg

Satz 90 (Wohlordnungsprinzip): Die Menge der nattirlichen Zahlen ist wohlgeordnet, d. h.
Jjede nichtleere Teilmenge vo¥ besitzt ein Minimum.

BEWEIS. Angenommen, eine nichtleere TeilmengeC N hatte kein Minimum. Dann muss
0 ¢ M sein, denn sonst wéafeein Minimum, da nach Satzgilt 0 < m, d.h.() C m, fur alle

m € N. Daher ist0 < m fur allem € M und folglich Element der Meng® := {n € N |

n < mflrallem € M }. Sei nunn € N gegeben. Dann gilt < m und nach Aufgab@9
auch nochm + 1 < m fur allem € M. Weil M aber kein Minimum haben sollte, muss sogar
n+1 < mfirallem € M und somitn + 1 € N gelten. Durch Induktion folgt als&/ = N.
Fir jedesn € M C N gilt daherm < m, was ein Widerspruch ist. O

Da wir die Verkntipfungen von naturlichen Zahlen induktiv definieren, missen wir zunachst
zeigen, dass induktive Definitionen Gberhaupt méglich und wohldefiniert sind. Dies liefert der
wichtige

Satz 91 (Rekursionssatz):Sei M eine Mengeg: M — M eine Abbildung und: € M.
Dann gibt es genau eine Abbilduig N — M, so dass gilt:

(i) f(0) =
(i) f(n+1)=g(f(n)) fir allen € N.

BEWEIS: Wir zeigen zuerst die Existenz. Dazu konstruieren wir die Abbildfingengen-
theoretisch, d. h. Uber ihren Graph€nf. Betrachten wir also die Produktmenfex M.
Eine Teilmenge) C N x M heildtrekursiy wenn(0, x) € O und die Implikation

(m,y) €O = (m+1,9(y)) € O

fur allem € Nundy € M gilt. Es bezeichne? die Menge aller rekursiven Teilmengen von
N x M.WegenN x M € R ist R nicht leer. Wir zeigen nun, dass die Menge

:ﬂo

O€cR

rekursiv ist. Zunachst ig0, z) € D, da(0,z) € O fur alle O € R. Ist weiter(m,y) € D, so
ist (m,y) € O fur alleO € R. Da die MengerO rekursiv sind, ist auclim + 1, ¢(y)) € O
fur alle O € R, und folglich ist(m + 1, g(y)) € D.

Wir zeigen jetzt, das® der Graph einer Abbildung: N — M ist, d. h. fur allen € N gibt
es genau eig € M mit (n,y) € D. Wir beweisen dies durch Induktion tber

Furn = 0ist (0,z) € D. Angenommen, es gabe ein weitereg © € M mit (0,7) € D.
Dann betrachten wir die Menge := D\ {(0, Z)}. Es ist aber auch rekursiv, da0, z) € D
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und aus(m,y) € D folgt (m + 1, ¢(y)) € D. Nach Konstruktion vorD muss alsaD C D
sein, was ein Widerspruch zur Wahl véhist.

Nun gelte die Behauptung fur einc N, d. h. es gebe genau ejre M mit (n,y) € D. Es
ist auch(n + 1, g(y)) € D. Angenommen, es existiertgy) # z € M mit (n +1,z) € D.
Wir betrachten wieder die Meng@ = D\ {(n+ 1,2)}. Sie ist wieder rekursiv. Denn es
gilt (0,2) € D, und fir (m,7) € D ist zunachs{m + 1, ¢(7)) € D. Wir missen nun die
Féllem # n undm = n unterscheiden. Fum # n ist (m + 1,9(y)) # (n + 1,2) und
daher auchim + 1,4(y)) € D. Firm = n gilt nach Voraussetzung = y, also ebenfalls
(m+1,¢(7)) € D. Emeut folgt alsD C D ein Widerspruch zur Konstruktion vaR.

Damit ist D der Graph einer Abbildungi mit den gewtuinschten Eigenschaften, denn wegen
(0,z) € D gilt f(0) = x, und aus der Implikatiofin,y) € D = (n+ 1,9(y)) € D erhalt
manf(n+ 1) = g(f(n)) fur allen € N.

Wir haben nun noch die Eindeutigkeit vgreu zeigen. Sei dazﬁeine weitere Abbildung
mit obigen Eigenschaften. Wir zeigéitin) = f(n) fur allen € N.

Zunachstistf(0) = x = f(o). Gilt nun fur einn € N die Gleichungf(n) = f(n), so folgt

f(n+1) = g(f(n)) = g(f(n) = f(n+1),

und damit ist alles bewiesen. O

Mit anderen Worten liefert dieser Satz die Existenz einer FOlge,cn mit z,,.1 = g(x,,),
wenn nur eincg € M undg: M — M gegeben ist. Man spricht daher von eimekursiv
definierten Folge

Die Addition definieren wir nun Gber + 0 := nundn + (m + 1) := (n +m) + 1, indem
wir fur g die Nachfolgerfunktion wahlen. Man rechnet dann z. B.

3+2=3+(1+1)=B+1)+1=4+1=5.

Satz 92: Das PaatN, +) ist ein kommutatives Monoid mit neutralem EleménZusétzlich
gilt die Ktirzungsregel, und die Addition ist mit der Ordnung Buwertraglich.

BEWEIS: Wir beweisen die Eigenschaften durch Induktion. Die Rechtsneutralitdi gatr
per Definition. Wir beweisen das Assoziativgesetz durch Induktion &beei beliebigen
n,m € N. Der Induktionsanfang ist

(mn+m)+0=n+m=n+(m+0).
Angenommen nun, das Assoziativgesetz gelte fur ein beliekigeann folgt

(n+m)+(k+1)=((n+m)+k)+1=Mn+(m+k))+1)
=n+((m+k)+1)=n+(m+ (k+1)).

Damit ist gezeigt, dass es auch fir- 1 gilt. Das Kommutativgesetz folgt analog. Mit dem
Induktionsanfang@ + 0 = 0 und dem Induktionsschluss

O+n=0+Mn—-1)+1=Mn-1)+1=n
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erhalt man auch die Linksneutralitdt vonDie Kirzungsregel ergibt sich aus der Tatsache,
dass die Abbildung: — n + 1 injektiv ist (Satz89). Zum Schluss beweisen wir noch die
Vertraglichkeit. Wir missen die Implikatiom < m = n + k£ < m + k zeigen. Der Indukti-
onsanfang: = 0 ist klar. Zum Induktionsschluss betrachtet man

n+k+1)<m+(k+1)en+1)+k<(m+1)+Ek. O
Man kann nun Sat29 dahingehend verallgemeinern, dass die Abbildung
N—{meN|m>k}:n—n+k

fur alle £ € N bijektiv ist (siehe Aufgab&0). Daher hat die Gleichung-+ £ = m genau dann
eine Losung, wenn < m gilt. Ist dies erfillt, so ist die L6sung eindeutig und wird mit—n
bezeichnet.

Damit kommen wir auch schon zur Multiplikation. Diese definieren wird induktiv durch
n-0:=0undn-(m+1):=n-m+n.

Satz 93: Das Paa[N, ) ist ein kommutatives Monoid mit neutralem ElemeéntZusétzlich
Ist jedesn # 0 klrzbar, das Distributivgesetz gilt, und die Multiplikation ist vertrdglich mit
der Ordnung aunN.

Wir werden auf den dul3erst sperrigen Beweis verzichten. Stattdessen zeigen wir die NUtz-
lichkeit der mengentheoretischen Definition WdnDazu bendtigen wir zunachst einen Hilfs-
satz.

Satz 94: SeienM, N endliche Mengen. Dann is¥/ x N| = |M]|-|N]|.

BEwWEIS. Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach der Anzahl der Elementan V. Ist
n =0, soistN = () und auchV/ x N = (), die Formel stimmt also. Sei die Formel nun gliltig
fur n und betrachte eine Meng€é mit n + 1 Elementen. Dann gilt nach Wahl vanc N

M x N=(Mx{z})U(M x (N\{x}))
und folglich
[M > N| = [M xA{x}[+[M x (N\{z})| = [M[+[M]-n = |M]|-(n+1) = |M]|-|N|
nach Induktionsvoraussetzung. 0

Wir betrachten nun die Ausdriicke/? und M x M. Dabei istM? die Menge aller Ab-
bildungen vor2 = {),{0}} nachM und M x M das kartesische Produkt. Wir wissen aus
obigem Satz, dask/ x M genaun? Elemente hat, wenm die Anzahl der Elemente val/
ist. Soviele Elemente hat aber autf. Wir miissen namlich zur Definition einer Abbildung
2 — M die Bilder von{) und {(}} festlegen. Fur jedes Urbild gibt @s Méglichkeiten, da\/
gerademn Elemente hat. Da die Wahl der Bilder unabhangig voneinander ist, erhalten wir so-
mit m? Abbildungen vor2 nachM/. Wir kdnnen auch die Elemente van? und M x M direkt
miteinander identifizieren, und zwar das Elem@nty) € M x M mit der Abbildung) — z,
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{0} — y. Wir brauchen die beiden Mengen daher nicht zu unterscheiden. Eine &hnliche Uber-
legung qilt fir den AusdrucR/™ und das:-fache kartesische Produkt vari mit sich selbst.
Man konnte dahem™ := |m"| definieren, wobei links die Potenz und rechts die Familie ge-
meint ist. Diese beiden Notationen sind also konsistent. Insbesondere ist’dann denn es
gibt genau eine Abbildun@ — (), und zwar die leere.

Es ist bemerkenswert, dass man mit dieser Uberlegung, obigem Satz und ABifgsitrat-
liche Rechenarten auf die Machtigkeit von endlichen Mengen zurlckfihren kann!

5.1.5 Summen- und Produktzeichen

Hat man mehr als zwei Summanden bzw. Faktoren, so ist eine abkirzende Schreibweise wiin-
schenswert. Betrachten wir konkret eine Merde auf der Verknupfungen- und- definiert

sind. Firm,n € N mit m < n kénnen wir dann eine endliche Folde;)i—. . ausM

wahlen. Man definiert dann induktiv

m m
E Lk += T H LTk -= Tm
k=m k=m

und firallem <l <n

I+1

I (Zxk> . ka _ (ka) o

Man beachte, dass higreine gebundene Variable ist, die lediglich zu Notationszwecken ein-
gefuihrt wird. Sie kann durch jede andere noch nicht verwendete Variable ersetzt werden.
Sind die Operationen assoziativ, so kann man furalle [ < n

() (27)

k=l+1

[ (11-) (11

und

(yk)k:m ,,,,, n C M
Z ZL’k+yk <Z xk> + <Z yk>
k=m k=m
und

e = (1) (1)
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Besitzt M neutrale Elemente, so kann man sich oft Fallunterscheidungen sparen, indem man
fur ungultige Summations- bzw. Produktgrenzen den Ausdruck mit dem entsprechenden neu-
tralen Element gleichsetzt. Ist also< m, so ist

zn:xk =0, ﬁxk = 1.
k=m k=m

Giltin M zur Assoziativitat auch noch das Distributivgesetzt, so kann man

n q n q q n
(zxk) - (&) - (zy> ¥ (zxk.yl)
k=m I=p k=m \l=p I=p \k=m
rechnen.
Wichtig fur das Rechnen sind noch die Indextransformationen. Dabei ist das Ziel, die Sum-

me bzw. das Produkt mit vorgegebener unterer Grenze zu schreiben. Es laufeetwa

bisn. Wollen wir erreichen, dass die Laufvarialileeip startet, so mussen wir= k —m +p
wéhlen und bis. — m + p laufen. Daher ist

n—m-+p n—m-+p

n n
E Ty = E Li+m—ps H T = H Li+m—p-
k=m l=p k=m l=p

Manchmal ist es auch unpraktisch, untere und obere Grenze explizit wahlen zu missen. Ist
J eine endliche Menge mit Machtigkeit so wahlt man eine Aufzéhlungder Elemente von
J und definiert

n—1 n—1
ij = fo(k)’ H%‘ = Hfﬂf(k)-
jeJ k=0 jeJ k=0
Natirlich missen die Verknipfungen dann kommutativ sein, damit das Ergebnis nicht von der
Wahl der Aufzahlung abhangt.
Oft ist es natzlich, fur bestimmte Summen explizite Formeln zu haben. Das beriihmteste
Beispiel ist der

Satz 95 (Gaul3’'sche Summenformel) Fiir allen € N* gilt

Zk:M_
2
k=1

BEWEIS: Esist

k=1 k=1
da lediglich die Summationsreihenfolge umgedreht wird. BezeicNrd¢n Wert der Summe,
so folgt

n

2N:ik+i(n+1—k):Z(n+1):n(n+1).

k=1
Das ist auch schon die Behauptung. O
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Dieses Ergebnis verwenden wir nun, um die Beweisliicke in Batz schlieen.
Satz 96: Die Abbildung
Vi1
(+)+5+1)

fiNxN—N: (i,j) — )

ist eine Bijektion.

BEWEIS: Wir betrachten zunéchst die Teilabbildung (¢, j) — (i + j,7j). Sie ist eine Bi-
jektion vonN x N auf die MengeM := {(n,m) € N x N | m < n}. Die Gleichungen
1+ j = nundj = m sind ndmlich genau dann dur¢hy € N l6sbar, wennn < n gilt, und
diese Losung ist durch= m und: = n — j eindeutig bestimmt.

Wir betrachten nun weiter die Abbildung

h: M — N: (n,m)»—>2(k+1)—(n—m)—1.
k=0
Sie ist ebenfalls eine Bijektion. Fir ein gegebenes N gibt es genaw + 1 passende
m € N, so dasgn, m) € M ist. Die Summe liefert also die Gesamtzahl aller Paare bis zur
Zahln. Davon wird nochn — m abgezogen, was gerade die Zahl der Paarelausit erster
Komponenten und zweiter Komponente strikt gré3er atsist. Daher ist der Wert der ersten
beiden Summanden gerade die Anzahl aller Paarébis). Der letzte Summand legt noch
fest, dass das Pagr, 0) auf(0 abgebildet wird.
Durch Komposition dieser beiden Abbildungen erhalt man die gesuchte Abbilfiueg
ist nAmlich nach Sat25

& 1
S (k+1)= @4‘(%4‘1)
k=0
und folglich
h(n,m) = @ +m.

Daraus ergibt sich insgesamt
. . L i+ )+ +1

f(i,3) = (hog)(i,j) = h(i+j,7) = ( )(2 )

Eine weitere wichtige Formel ist dgeometrische Summenform8ie ist deshalb so wich-

tig, weil geometrische Summen praktisch die einzigen nichttrivialen Summen sind, die man
direkt berechnen kann.

+7J. ]

Satz 97 (Geometrische Summenformel)Seienk ein Ring,x € R undm,n € N. Dann gilt
(1—x) Zxk = g™ — ",
k=m

Ist R sogar ein Kérper und # 1, so ist

n

X xm_l.n—l—l
E r = ————.
1—2x
k=m
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BEWEIS:

n n n n n
k k k+1 _ m k k n+l _ m n+1
(1—1’)51}—51’—5% =2+ x—gx—a: =" -z
k=m k=m k=m k=m+1 k=m+1

O

5.1.6 Darstellung naturlicher Zahlenim  g-al-System

Wir sind es gewdhnt, zur Darstellung von Zahlen ein Stellenwertsystem, und zwar vornehm-
lich dasjenige zur Basig = 10, zu verwenden. In diesem Abschnitt soll die Theorie dieser
Stellenwertsysteme entwickelt werden, um diese Notation und das Rechnen in ihr auf eine
solide mathematische Grundlage zu stellen. Grundlegend dafir ist die Division mit Rest, die
auch fur die elementare Zahlentheorie sehr wichtig ist.

Satz 98 (Satz von Euklid): In N gilt die Division mit Rest: Fir jedes € N undm € N*
exsitieren eindeutig bestimmiger € N mitn = q - m + r undr < m.

BEWEIS: Seim € N* gegeben. Wir beweisen zunachst die Existenz ¢womd » durch In-
duktion Gbem. Furn = 0 erfullen sichely = r» = 0 die Bedingung.

Die Existenz sei nun fur ein € N gesichert, d. h. es existiere eine Darstellung gm + r
mit » < m. Dannistn +1 = ¢gm +r + 1. Im Fall» + 1 < m sind wir bereits fertig. Falls
r+ 1 =mdgilt, soistn + 1 = (¢ + 1)m eine Darstellung der geforderten Art. Damit ist die
Existenz fur allen € N gezeigt.

Nun nehmen wir an, es gebe eine weitere Darstelluaggm +r mitr < m. Dagm+r =
gm + 7 kbnnen wirq # ¢ annehmen, ansonsten konnten gir kiirzen und erhielten = 7.
Da N total geordnet ist, kbnnen wir 0. g. < ¢ annehmen. Dann existiert ein € N mit
q + k = q. Daher folgt aus

gm+r=qm+7=(q+k)m+7=qgm+km+7
die Beziehung = km + 7 > km > m. Widerspruch! O

Wir kdnnen nun zunéachst die Existenz vgial-Darstellungen zeigen.

Satz 99: Seig € N mit g > 1 gegeben. Dann gibt es fiir aliec N einm € N und eine Folge
(ak)k=o,...m Mitaj, < g und

m

AmAm—1 - " 6Llaog = agg =n,
k=0

einerg-al Darstellung oder Darstellung igral-System vom.
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BEWEIS: Nach demSatz von Euklidkbnnen wirg, := n darstellen algjy = ¢19 + o mit

ro < g. Dann zerlegen wig, weiter ing; = gog + r1 Mit r; < g usw. mit immer kleinereg;.

Die Folge dey; ist eine nichtleere Teilmenge vdhhat als solche nach S&® ein minimales
Element. Dieses minimale Element mlssein, da ansonsten eine weitere Zerlegung maoglich
ware. Es gibt also eim € N, so dasg,,,; = 0 gilt. Wir erhalten somit

Qo = q19 + 1o
= (g +71)g + ap = @29 + 719 + 70

= Q1" g™ 4 g+ 7o,
Wegeng,,.; = 0 ist durchay := 7, eine Darstellung der gewiinschten Form gefunden]

Man beachte, dass wir die Konstruktion der Darstellung abgebrochen haben, sobald die
fuhrende Ziffer vorD nicht mehr verschieden sein konnte. Das ist aber bei der Definition der
g-al-Darstellung keineswegs gefordert. So sigd= 01, = 001, = --- verschiedeng-al-
Darstellungen derselben Zahl.

\Von praktischer Bedeutung sind vor allem das Dualsystemgmit 2, das Oktalsystem
mit ¢ = 8, das Dezimalsystem mif = 10 und das Hexadezimalsystem mit= 16. Im
letzteren benétigt man noch zusétzliche Ziffern fur die Zahlebis 15 und verwendet dafur
die Buchstaben! bis F'. Es ist z. B.

AT10 = 2Fs = 575 = 1011115,

Natirlich verwenden wir zur Notation von konkreten Zahlen, wenn nichts weiter gesagt wird,
immer das Dezimalsystem.

Satz 100: Seiena = ay, - - - ag, undb = b,, - - - by, Darstellungen iny-al-System. Ist.,, > 0
undm > n, So ista > b.

BEWEIS: Wegenb,, < ¢ fur alle k gilt
b—zbkg <(9—1) Zg =g 1< g <" <amg" <Y arg" =a,
k=0

wobei die geometrische Summenformie¢énutzt wurde. O

Wir haben damit ein einfaches Kriterium, um verschieden langkDarstellungen mitein-
ander zur vergleichen. Es unterscheidet sich praktisch nicht von unserem gewohnten Umgang
mit dem Dezimalsystem, obwohl es eher uniblich ist, fihrende Nullen zu schreiben. Auch der
GrolRRenvergleich gleich langeral-Darstellungen funktioniert wie gewohnt.

Satz 101: Seiena = ay, - - - ap, undb = by, - - - by, Darstellungen iny-al-System.

2Man (iberlege sich, wieso man sie hier anwenden darf!
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() Ista,, > b,,, soista > b.
(II) Ist a,, = by, Q1 = b1, ... y Qi1 = bi+1 Undai > b;, SO ista > b.

BEWEIS:
(i) Wir benutzen wieder die geometrische Summenformel und rechnen

n m—1
b= big" <bug" +(9-1)Y 9" =bug" +¢" ~1
k=0 k=0

=bn+1)g"—1<a,9g" —1<a,g" < Zakgk = a.
k=0

(i) Wir ziehen vona undb die Zahl
> g™
k=i+1
ab und benutzen Teil (i). O

Wir kénnen nun die Eindeutigkeit vogal-Darstellungen zeigen, wenn man solche mit
fuhrenden Nullen nicht bertcksichtigt.

Satz 102: Seiena = a,, - - - ap, undb = b, - - - by, Darstellungen iny-al-System mit.,,, > 0
undb,, > 0. Dann ista = b genau dann, wenm = n ist unda, = b, fur allek.

BEWEIS: Es seia = b. Angenommenmn # n, etwam > n. Dann ware nach Sai00a > b.
Warem = n, aber eima;, # by, SO ware nach Satr01(ii) ebenfallsa # b. Damit bleibt nur
m = n unda, = by fur alle k£ Gbrig. Die Umkehrung ist klar. O

Wir gehen nun noch kurz darauf ein, wie man mpadl-Darstellungen rechnet. Dazu nehmen
wir a > b an und betrachten

mit a,,, > 0 und

wobeib, eventuell flihrende Nullen haben kann Dann ist zwarb durch

Z ap + bk
k=0

gegeben, dies muss aber keipal-Darstellung mehr sein! Daftir muss namlich nagh+

by, < g gelten. Wir miissen also eventutlbertrageberiicksichtigen, welche genau wie im
Dezimalsystem behandelt werden. Auch die Subtraktion, Multiplikation und Division mit Rest
erfolgt genau wie im Dezimalsystem. Es ist eine gute Ubung, den allgemeinen Fall einmal zu
betrachten.
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5.1.7 Induktionsbeweise

In diesem Abschnitt werden einige schon erwahnte Satze bewiesen, um das Beweisprinzip der
Induktion weiter zu illustrieren.

Satz 103: SeiM eine total geordnete Menge. Dann hat jede endliche Teilmahge() ein
Maximum und ein Minimum.

BEWEIS. Es bezeichnes die Anzahl der Elemente voN. Furn = 1 ist nichts zu zeigen.
Sindz,y € N, soistx < y odery < z, und das Minimum und Maximum kann man sofort
ablesen. Die Behauptung gelte nun fiir> 2, und N haben + 1 Elemente. Dann gilt fur
x € N die Beziehungnax N = max(max N \ {z},z) nach Induktionsvoraussetzung und
analog furmin. O

Satz 104: SeiM eine endliche Menge mjif{| = n. Dann gilt|P(M)| = 2".
BewEIs: Induktionsanfang: Im Falk = 0 kommt nurd = () in Frage, und es ist
[P@) = {0} =1=2"

Induktionsvoraussetzung: Fur eine Mengemit n Elementen geltéP (M )| = 2".
Induktionsschluss: Sei nui eine Menge mit:+ 1 Elementen und € M. Dann hat\V/ \ {z}
geraden Elemente und nach InduktionsvoraussetzungAisii/ \ {z})| = 2". Man erhalt nun
P(M), indem man fiir jedes Elemente P(M \ {z}) die Mengez = y U {z} bildet und die
Mengen{y, z} vereinigt. Offenbar hat sich damit die Anzahl der Elemente verdoppelt, d. h. es
gilt [P(M)| =2-|P(M\ {z})] =2-2" = 2" O

Satz 105 (Allgemeines Assoziativgesetz)n einer Halbgruppe ist die Vlerkniipfung von Ele-
menten unabhéngig von der Klammersetzung.

BEWEIS: Flurn = 0,1, 2, 3 ist nichts zu zeigen. Sei also> 3 und die Aussage gelte fuir.
Die inneren Klammern des Produkis= (x; - - - zx) (241 - - - 2,41) Seien beliebig. Nach In-
duktionsvoraussetzung ist der Wert der beiden Klammern unabh&ngig von den inneren Klam-

mern und daher
k n—k+1
i=1 =1

Wir unterscheiden nun zwei Félle. Falls= n steht rechts nur der Faktaf, ;, und wir
kénnen direkt das Assoziativgesetz anwenden zu

n+1

i=1

() ([ ) )
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was nach Anwendung des Assoziativgesetzes zu

() i)

wird. Nun stehen in der Klammer aber nur nocliraktoren, und nach Induktionsvorausset-

zung erhalt man
n n+1
Ir = HIZ Tyl = HIZ
=1 =1

O

Satz 106 (Potenzgesetze)n einer Halbgruppé! gelten fiir allen,n € N* undx € M die
Potenzgesetze

() 2ma"™ = ™"
(i) (™)™ =™,
In einem Monoid gelten sie auch fiir,n = 0. In einer Gruppe gelten sie fir alte,n € Z.

BEWEIS: Wir beweisen sie nur fir eine Halbgruppe, da die anderen Falle analog sind. Die
Potenzen sind im Falle einer Halbgruppe definiert durch= 2 undz"! := 2™ - z.

(i) Wir beweisen die Regel durch Induktion UberSei alsom beliebig. Der Falln = 1
ergibt sich direkt aus der Definitiori"z! = 2™z = ™ *L. Es gelte nun die Aussage fiir
einn. Dann rechnet man

xm$n+1 _ xmxnx — xm+nx _ mernJrl-

(i) Wir fihren wieder Induktion tber. mit m beliebig. Der Induktionsanfang = 1 ist
klar. Die Aussage gelte nun fur ein Dann erhélt man

(xm)n—}—l _ (.Tm)n<l’m) — pmnem . pmntm xm(n—l—l)- 0

Satz 107 (Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung): In einem faktoriellen Ring ist die Zer-
legung in Primfaktoren eindeutig bis auf Assoziiertheit, d. haistp, - - - p, = p1 - - - py Mit
pi, Di Prim, so istn = m undp; ~ p; nach einer geeigneten Umordnung der Faktoren.

Bewels. Wir fihren Induktion Ubern. Der Falln = 1 fuhrt aufp, = p; - - - p,,. Angenom-
menm > 1. Dap; prim ist, istp; nach SatA8 auch irreduzibel. Dann mugs - - - p,, = ¢
mit e eine Einheit sein, denp; kann keine Einheit sein, da prim ist. Umformen ergibt
p2(p3 - - - pme~ ') = 1. Damit ist abepp, invertierbar, also eine Einheit — Widerspruch!
Seinunn > 1. Aus
P1et Dot = D1 Pm (5.1)
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folgt p1|p1 - - - puy1. Dapy prim ist muss alsey |p; fur irgendein: gelten. Es gelte o. By |p;.
Daraus folgtp;e = p; mit e Einheit, dap; prim ist. Also istp; ~ p;. Einsetzen in Glei-
chung 6.1) und Umformen ergibt

pi(ep2 - Pps1 — P2+ Pm) = 0.

—

Wegenp; # 0 muss damitps -« - ppi1 — P2+ Pm = 0 0d€rpy - - - Ppsy = Po -+ prme* SeiN.
Nun stehen links aber nur noehPrimfaktoren, also ist nach Induktionsvoraussetzung die
Anzahl der Primfaktoren gleich und nach geeigneter Umordmyrgp;. O

5.2 Ganze Zahlen

Die Konstruktion der nattrlichen Zahlen war recht aufwandig, da wir sie mengentheoretisch
durchfihren mussten. Die Konstruktion der ganzen Zahlen ist dagegen viel einfacher, weil wir
uns auf die schon bekannte Algebra zuriickziehen kénnen.

Definition 58 (Menge der ganzen Zahlen):Die Grothendieck-Gruppé& von (N, +) heif3t
Menge der ganzen Zahlen

Da in N bzgl. + die Kirzungsregel gilt, ist die in Sa#2 benutzte Abbildungf injektiv,
wir koénnen alsdN in Z einbetten. Weiter bemerken wir, dass sich die Aquivalenzrelation nun
reduziert zu
(nl,ml)R(ng, m2> & Ny + Mo = ng + Mmy.

Daher sind die natirlichen Zahlen gerade die ganzen Zahlen der [rorm, n] = [n,0].
Wir wissen schon, das¢., +) eine abelsche Gruppe mit neutralem Elemeénd] und dem
zu [n, m| inversen Elemenjin, n] ist. Im Rest dieses Abschnitts wird es darum gelzeau
einem total geordneten Integritatsring zu machen.

Satz 108: Die Menge ganzen Zahlehwird durch die Multiplikation
[n1,my] - [ng, ma] i= [n1ng + mymsy, nyme + nomy |
zu einem Integritatsring.

BEWEIS: Wie immer ist zuerst die Wohldefiniertheit zu zeigen. Sei dazum,| = [n1, m].
Dann ist

niNo + MmiMmso + ﬁlmg + ngﬂflvl = (n1 + 77/71)%2 + (m1 + ﬁi)mz
= (n1 + m1)ng + (M1 + ny)mo

= NiNg + MMao + N1Mag + NaMy.

Damit ist gezeigt, dass das Produkt von der Wahl des ersten Repréasentanten unabhangig ist.
Analog zeigt man, dass es auch nicht von der Wahl des zweiten Reprasentanten abhéngt. Also
ist es insgesamt unabhangig von der Wahl von Reprasentanten.
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Die Kommutativitat erhélt man aus der Kommutativitat der MultiplikatiolNinDas neu-
trale Element ist die Klassg, 0]. Die Assoziativitat und Distributivitét nachzurechnen, wird
dem Leser als Ubung empfohlen.

Sei nun[nl, ml} . [712, mg] = [07 0], d.h.

NiNo + mime = NiMsa + NoMmy.

Wir nehmen nun arfn,, m;] # [0,0], alson; # m4. Wir kénnen 0. En; > m; annehmen.
Dann folgt
(m — ml)nQ = mg(nl — ml).

Dain(N, ) jedes vor) verschiedene Element kiirzbar ist, gift= ms, d. h.[ng, ms] = [0, 0].
Damit istZ nullteilerfrei. O

Es ist wichtig zu bemerken, dass die Multiplikation fur nattrliche Zahle# idasselbe
Ergebnis liefert wie inN. Die Einbettung der nattrlichen in die ganzen Zahlen ist also auch
mit der Multiplikation vertraglich.

Da[0,m] = —[m, 0] gilt, kann man jede ganze Zahl in der Foimm] = [n,0] — [m, 0]
schreiben. Die Klasselm, 0] und[m, 0] kdnnen wir aber mit den naturlichen Zahlemndm
identifizieren, weshalb wim, m] = n — m erhalten. Wir kdnnen also jede ganze Zahl formal
als Differenz zweier naturlicher Zahlen schreiben.

Nun kdnnen wir von der Klassenschreibweise abstrahieren, indem wir dienFzlle. und
n < m unterscheiden. Wir vereinbaren die Konvention

n—m fallsn > m
[n7 m] -
—(m —mn) fallsn <m.

Somit lasst sich jede ganze Zahl in eindeutiger Weise als vorzeichenbehaftete nattrliche Zahl
a schreiben.

Satz 109: Durcha < b :< b — a € N wird Z zu einem total geordneten Ring.

BEWEIS: Dass< eine Ordnungsrelation ist, sieht man leicht. Auch Kklar ist, dass inarael
oderb — a eine naturliche Zahl sein muss. Es bleibt also nur noch, die Vertraglichkeit mit der
Ringstruktur zu zeigen. Sei dazu< b undc € Z. Dann ist offenbab+c—(a+c) = b—a € N,

alsoa + ¢ < b+ c. Sei weitera < bundc > 0, alsob — a € N undc € N. Dann ist naturlich
auchbc — ac = (b —a)c € N, d. h.ac < be. O

Die Ordnung auf ist mit der Ordnung aul vertraglich. Ein ganze Zall € Z heif3t
() positiv, wenna € N*

(i) nichtnegatiywenna € N

(i) nichtpositiy wenn—a € N

(iv) negatiy wenn—a € N*.
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In Abschnitt4.4 wurde darauf hingewiesen, dass man abelsche Gruppen auf genau eine
Weise zu einenZ-Modul machen kann. Eine analoge Uberlegung fiihrt auf den folgenden

Satz 110: Sei R ein Ring. Dann gibt es genau einen unitdren Homomorphisini# — R,
und dieser ist durclfiin) =1+ ---+ 1 =n- 1 gegeben.
N————

n mal

BEWEIS: Fir einen unitdren Homomorphismus myg8) = 0 und f(1) = 1 gelten. Dann
folgt induktiv f(n +1) = f(n)+ f(1) =n-1+1 = (n+1)-1flurn > 1. Weiter ist
f(=n) = —f(n) = —n - 1, und damit ist die Formel fur alle € Z gezeigt. Dass dies
tatsachlich ein Homomorphismus ist, rechnet man leicht nach. O

Wir sehen also, dass die ganz zu Beginn der Algebra eingefiihrte Notation mit der Theorie
konsistent ist.

Definition 59: Eine geordnete Gruppe hedichimedisch geordnaewvenn es fir allg, h € G
mit g, h > 0 einn € N gibt mitnh > g.

Satz 111: Die ganzen Zahle# sind archimedisch geordnet.

BEWEIS: Wir mussen zeigen, dass fur aleb € N* einn € N existiert mitnb > a. Wir
fuhren Induktion Ubewr. Sei alsob > 0 beliebig gegeben. Fir = 1 ist sicher2b > a.
Die Behauptung gelte nun fur ein € N*, d.h. es gebe ein € N mit nb > «. Dann ist
(n+1)b=nb+b>a+b>a+ 1. Damit folgt die Behauptung. O

5.3 Rationale Zahlen

Auch die Konstruktion der rationalen Zahlen ist sehr einfach.

Definition 60 (Menge der rationalen Zahlen): Der Quotientenkérpe®) der ganzen Zahlen
7, heilStMenge der rationalen Zahlen

Schreiben wir eine rationale Zahk= a/b als Quotient mit., b € Z undb # 0, so heil3t
() positiv, wenna, b positiv odera, b negativ

(i) nichtnegatiy wennr positiv odera = 0

(iif) nichtpositiy wennr negativ odern = 0

(iv) negatiy wenna positiv (negativ) und negativ (positiv).
Es bezeichné&), die Menge der nichtnegativen rationalen Zahlen.

Satz 112: Durchr < s :< s — r € Q, wird Q zu einem total geordneten Korper.

BEWEIS: Vollig analog zu Sat2.09. O
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Naturlich ist auch hier flir ganze Zahlen die Ordnung @uiit der Ordnung au¥ iden-
tisch. Damit sind die ganzen Zahlen sowohl bzgl. der Ordnungsstruktur als auch bzgl. der
algebraischen Struktur in den rationalen Zahlen eingebettet.

Satz 113: Die Ordnung vor) ist archimedisch.

BEWEIS: Seienr,s > 0 gegeben. Dann sind s von der Formr = a/b unds = c¢/d mit
a,b,c,d € N*. Wegenr = ad/bd unds = bc/bd ist zu zeigen, dass es einc N gibt mit
nbc > ad. Da aberwmd, bc positive ganze Zahlen sind, folgt die Behauptung aus Sktz [

Es gibt einen wichtigen Unterschied zwischen der Ordnungauid der Ordnung au@.

Definition 61: Eine Ordnung< auf einer Mengé\l heif3tdicht, wenn es fur allec,y € M
mitx <yeinz € M gibtmitz < z < y.

Satz 114: Die rationalen Zahlef) sind dicht.

BEWEIS: Seienr,s € Q mitr < s. Furt := (r + s)/2 gilt

s—i—s>r+s t>r+r
s = = =r.
2 2 2 .

Die rationalen Zahlen lassen sich auch abstrakt charakterisieren. Wir zeigerf) dass
.Kleinste" total geordnete Korper ist.

Sei dazuK ein total geordneter Korper. Dann ist natirlich auch jeder Unterkérpersvon
total geordnet. Das gilt insbesondere fir seinen Primkdrper. Nacl8$Saizdieser isomorph
zuQ oderZ/pZ. Da aber Aufgab&7 e)zeigt, dass ein total geordneter Kérper unendlich viele
Elemente hat, bleibt nu@ tbrig. Diese Uberlegung zeigt auch, dass total geordnete Korper
Charakteristik) haben muissen.

Die im Beweis von Sat81 benutzte Abbildungf: Q — K respektiert iibrigens auch die
Ordnung. Ist namlichr < s, so giltr +¢ = s mit ¢t > 0. Weiter istf(s) = f(r +t) =
f(r) + f(t). Dain total geordneten Kérpern stéts< 1 gilt und sie Charakteristik haben,
gilt nach Satz4.(v) auchO0 < 14+ ---+1 = n-1sowie0 < n/m -1 furn,m € N*. Ist

N————

n mal
t =n/m, soistf(t) = n/m-1>0und daherf(s) > f(r).

Satz 115 (Monomorphiesatz):Sei K ein total geordneter Kérper. Dann gibt es einen Kor-
permonomorphismug: Q — K. Zusétzlich ist der Kérper der rationalen Zahf@rbis auf
Isomorphie der einzige total geordnete Kérper mit dieser Eigenschaft, und die Abbjfdung
ist ordnungstreu und eindeutig bestimmt.
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5.4 Reelle Zahlen

5.4.1 Fundamentalfolgen

Es gibt mehrere Mdglichkeiten, die reellen aus den rationalen Zahlen zu konstruieren. Wir
wahlen hier einen Weg, der sowie algebraische als auch analytische Ideen benutzt. Die ver-
wendete Analysis kann man problemlos direkt fiir metrische Raume formulieren. Es empfiehlt
sich daher aus 6konomischen Grinden nicht, hier die Theorie der Grenzwertsatze voll auszu-
breiten, sondern wir entwickeln sie nur soweit, wie es die Konstruktion der reellen Zahlen
unbedingt erfordert.

Unter einerrationalen Folgeverstehen wir eine Folge )rey Mit r, € Q fur alle & € N.
Wir erinnern daran, dass Addition und Multiplikation von Abbilundgen, und insbesondere also
von Folgen, punktweise definiert sind, d. h. man setglren + (br)ken = (ax + bi)ren und
(ax)ken - (br)ren = (ax - by )ken. Offensichtlich sind die rationalen Folgen bzgl. Addition und
Multiplikation abgeschlossen.

Satz 116: Die rationalen Folgen bilden einen Ring.

Fur uns sind nicht alle rationalen Folgen interessant. Wir interessieren uns nur flr den Unter-
ring der rationalen Folgen, die ,fast konvergent® sind. Um Distanzen rationaler Zahlen messen
zu konnen, fihren wir deBetrag

fallsr > 0
|r| := max(r, —r) = " "=
—r fallsr <0
ein. Offenbar istr| = | — r| und|r| = 0 genau dann, wenn = 0 ist. AuRerdem erfullt der

Betrag|rs| = |r||s|. Weniger offensichtlich ist di®reiecksungleichung + s| < |r| + |s|
und dieumgekehrte Dreiecksungleichupg— s| > |r| — |s|. Ihr Beweis bleibt dem Leser als
Ubung Uberlassen. Wir bemerken naeh < |r|und|r —s| <t ot —s<r < s+t

Definition 62: Eine rationale Folgéry).cn heiflst Fundamentalfolgewenn es fiir alle ratio-
nalenz > 0 einN € N gibt mit|r, — r/| < ¢ fiir allek,l > N.

Eine rationale Folgéry).cn heil3trational konvergengegen ein- € Q, wenn es fir alle
rationalere > 0 ein N € N gibt mit|r, —r| < ¢ furallek > N.

Klarerweise ist die konstante Folge),-n konvergent gegen. Das wichtigste Beispiel ist
aber die Folge1/k).cn+, die gegerD konvergiert. Sei namlice > 0 gegegen. Dann ist fur
jedesN > 1/cund allek > N die Ungleichungl/k — 0| = [1/k| < 1/N < ¢ erfullt.

Satz 117: Ist eine rationale Folge).cn rational konvergent gegenc Q undr € Q, so ist
r=r.

BEWEIS: Angenommen # 7. Dann betrachte := |r — 7]/2. Es gibtN,, N; € N mit
lr, —r| < e/2furallek > N, und|r, — 7| < ¢/2 flur alle k > N;. Damit folgt fur alle
k > max(N,, Ny)

2e=lr—rl=r—rp+r,—7| <|r—r+|rp—7] <

ein Widerspruch. O
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Der GrenzwertoderLimesder Folge(ry ) ey iSt also, wenn er existiert, eindeutig bestimmt
und wird mitlim,_,. 7, oder kurzlim;, . bezeichnet. Wir haben hier das erste Mal den Fun-
damentaltrick der Analysis, die Nulladdition, benutzt.

Satz 118: Jede rational konvergente Folge ist eine Fundamentalfolge.

BEWEIS: Seic > 0 gegeben. Fir := limy ;. gibt es einV € N, so dass fur allé > N gilt
|, — r| < e/2. Damit folgt fur allek, ! > N

e €
\rk—rl\:|rk—7’+r—rl\S]rk—r|+|’r’—rl|§§+§:5. 0

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht, d. h. es gibt Fundamentalfolgen, die nicht rational
konvergent sind. Das ist der Grund, weshalb wir die rationalen Zahlen noch erweitern mussen,
um Analysis treiben zu kdnnen.

Satz 119: Die Fundamentalfolgen bilden einen Ring.

BEWEIS: Seien zwei Fundamentalfolgén,), (sx) unde > 0 gegeben. Es gibt eityV € N,
so dassr, — | <e/2und|sy — 5| < e/2furallek,l > N. Dann gilt

€ 9
et s == si| Sfre—ml+lse—sil s 5+ 5 =e
Fire = 1 gibt es einN mit |ry| — |ry| < |rp — 7| < 1 furalle k,l > N und folglich
|re] < 1+ |rn|furallek > N. Daher istr;| kleiner als

M, = max([rol, 11, ..., [rv-al, 1+ ).

Analog ist|s;| < M, fur ein M, > 1.
Sei nun wieder > 0 beliebig. Nach Obigem existiert eiN € N und ein)M > 1, so dass
|t — | < e/2M und|sg — s;| < e/2M sowie|rg|, |sx| < M fur allek,l > N. Dann folgt

|T’kSk —TZSZ| = ‘Tk(sk — Sl> -+ (T’k —’f‘l)Sl| S |’f‘k||8k — Sl| -+ |7’k —7’[||Sl’
9 £
< M—+—M<ec.
=Moot 5

Damit sind Summe und Produkt von Fundamentalfolgen wieder Fundamentalfolgen. Zu-
letzt bemerkt man noch, dass die neutralen Elemente rational konvergent und daher nach
Satz118Fundamentalfolgen sind. Die weiteren Eigenschaften sind klar. O

Der Fundamentalfolgenring wird nun nitbezeichnet. Von besonderer Bedeutung sind die
rational konvergenten Folgen, die gedgekonvergieren, die sodNullfolgen

Satz 120: Die Nullfolgen bilden ein Ideal in R.

BEWEIS: Wegen Sat418sind die Nullfolgen sicher iR enthalten. Seiefr;) und(s;) zwei
Nullfolgen, d.h. zus > 0 gibt es einN € N, so dass fiur allé& > N qilt |rx] < ¢/2 und
|sk| < /2. Dannist|ry + sg| < || + |sk| < e. Sei nun(r;) eine Nullfolge und(s;) eine
beliebige Fundamentalfolge. Nach obigem Beweis gibt es\eip- 1 mit |s;| < M fur alle
k € N. Zue > 0 existiert einN € N, so dasgr,| < ¢/M fur alle k. > N. Damit folgt
|7‘k8k‘§M|7‘k|§€. [l
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Nun liegt es nahe, die Restklassen) + I zu betrachten. Sie enthalten alle Fundamental-
folgen, die sich nur um eine Nullfolge unterscheiden.

Satz 121: Der Restklassenring/I ist ein Korper.

BEWEIS: Wir mussen nur die Existenz von multiplikativ inversen Elementen zeigen. Sei dazu
(r) + I € R/I. Ist dieses Element vob verschieden, so kdnnen nur endlich viele= 0
sein. FUr diesé setzen wirr,, = 1, denn dadurch andert sich die Restklasse nicht, da wir eine
Nullfolge addieren. Nun ist die Restklasse'ry) + I zu (1) + I invers. Wir missen nur noch
zeigen, dass$l /ri) auch eine Fundamentalfolge ist.

Da|r| > 0 fur alle k gibt es eins > 0 mit |r,| > s fur alle k (Aufgabe36). Zue > 0 gibt
es einN € N, so dass$r, — ry| < s’ furallek,i > N. Dann gilt

= <

re T 52 ' O

Definition 63 (Menge der reellen Zahlen): Der KérperR := R/I heistMenge der reellen
Zahlen

Der Vorteil dieser Konstruktion ist, dass man samtliche RechenregelR soffort gegeben
hat. Der Nachteil ist, dass man die analytischen EigenschafteR st nachrechnen muss.
Dazu missen wiR anordnen.

5.4.2 Die Ordnung auf R

Uns bleibt naturlich nichts anderes ubrig, als die OrdnungRawfuf die Ordnung vorQ
zurtckzufuhren. Diese mussen wir jedoch zunachst auf den Fundamentalfolgrilrey-
tragen.

Wir nennen eine Fundamentalfolge,) € R positiv (bzw. negativ), wenn es ein< s € Q
und einN € N gibt mitr, > s (bzw. —r, > s) fur alle £ > N. Wir schreiben danfr;) > 0
(bzw. (1) < 0).

Die Positivitdt (bzw. Negativitat) bleibt bei Addition einer Nullfolge erhalten. Denn sei
(rr) > 0 und(r) die Summe vor{r,) und einer Nullfolge(s,). Dann istlimg (7, — ry) =
limy, s, = 0. Da(r,) positiv ist, gibt es eiz > 0 und einN,. € Nmitr, > 2sfurallek > N,.
Weiter gibt es zie := s ein Nz € N mit |r, — | < s fur allek > N;. Also gilt fur alle
k > max(N,, Ny)

Th="r— (rk —Tk) > 7K — |1 —Tk| > 25— s =35.

Wir nennen nun eine Restklasse positiv (negativ), wenn ein Reprasentant positiv (negativ)
ist. Der folgende Satz zeigt, dass diese OrdnungRatattal ist.

Satz 122: Eine Fundamentalfolge ist entweder positiv, negativ oder eine Nullfolge.
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BEWEIS: Es ist klar, dass nicht zwei der Eigenschaften gleichzeitig erfillt sein kbénnen. Es
reicht daher zu zeigen, dass eine Fundamentalfolge die weder positiv noch negativ ist,
eine Nullfolge sein muss.
Da (r) eine Fundamentalfolge ist, gibt es zu> 0 ein N € N, so dasgry — ;| < £/2
fur alle k&, > N. Weil weiter (r;) weder positiv noch negativ ist, existierdp, N,, > N mit
ry, <e/2und—ry, <e/2.Alsoistfurk > N,
3

€
TkITNp—F(?“k—TNp)S?"Np—i-‘TNp—?”k‘§§+§:€

und firk > N,,

3

Te=TN, = (TN, = TR) 27N, — PN, k| 2 -5 - 5 = e

Insgesamt gilt fur alld > max(N,,, N,) die Ungleichungry| < e. O

Seien nunz, y € R. Dann setzen wit < y genau dann, wenn fur die Repréasentariign
vonz und(sy) vony gilt (s, —r,) > 0 oder(sy—7r)+1 = 1. Insbesondere ist eine reelle Zahl
positiv, wenn ihre Repréasentanten positiv sind, sié,istenn ihre Reprasentanten Nullfolgen
sind usw. Da wir die rationalen Zahlen durch die konstanten Folg&neimbetten kdnnen, ist
diese Ordnung mit der Ordnung aQfvertraglich. Man definiert den Betrag I genau wie
in Q, und er hat auch dieselben Eigenschaften.

Satz 123: R ist ein total geordneter Kérper.
BEWEIS: Der Beweis ist eine gute Ubungsaufgabe. O

Die Definition der Ordnung zeigt, dass es fir jedes reelte 0 ein rationales- gibt mit
0<r<uwm.

Satz 124 (Satz von Archimedes)Die Ordnung auR ist archimedisch.

BEWEIS: Seienz,y € R mit z,y > 0 gegeben. Betrachte die positive reelle Zght. Dann
gibt es eine rationale Zahh/n mit m,n € N* und0 < m/n < y/«z. Daraus folgtz/y <
n/m <n+1,alsor < (n+ 1)y. O

Manchmal ist es nutzlich, reelle Zahlen durch ganze Zahlen zu approximieren.

Satz 125: Fiir jedesr € R existiert genau ein € Z mita < x < a + 1.

BEWEIS: Firz = 0 kommt nura = 0 in Frage. Flurz > 0 betrachte man die Menge
M :={n € N | n > z}. Nach SatzZl24 existiert fury := 1 einn € N mit n > x. Daher
ist M nicht leer. Somit besitzt nach S&@® M C N ein (eindeutig bestimmtes) minimales
Elementn. Nun setze: := n — 1. Dann gilta + 1 > z. Angenommen, es ware nicht< z,
d.h.a > x. Im Falln > 0 warea € M, was der Minimalitdt vom widersprache, und falls
n =0, also—1 > z, hatten wir einen Widerspruch zu> 0.

Furz < 0erh@ltmaneim mita < —z < a+ 1. Dannista := —a — 1 die gesuchte Zalfll
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Man schreib{z] := a und nennfz] die Gaul3-Klammewron z. Die Abbildung
[} R — Z: ¢+ [a]
ordnet jeder reellen Zahl die nachstkleinere ganze Zahl zu, d. h.
] =max{a €Z|a<ux}.

Manchmal unterscheidet man auch zwischen unterer und oberer GaulR3-Klammer. Dann setzt
man|z] := [z]und|z]| := [z]+ 1. Nunist|z| die nAchstgrof3ere ganze Zahl. Es gilt ebenfalls
[] = —|—2] und

[¢] =min{a €Z|a>ux}.

Furallex € Rgiltalso|z| <z < [z].
Man kann véllig analog zum Fall der rationalen Zahlen zeigen, dass die Ordnurg) auf
dicht ist. Es gilt aber noch mehr:

Satz 126: Die MengeQ liegt dicht inR, d. h. fir allexr € R undes > 0 existiert einr € Q mit
|z — r| < e. Anders formuliert gibt es fir alle,y € R mitz < y einr € Q mitx < r < y.

BEWEIS: Sei(ry)ren €in Reprasentant van Dann ist fiir jede$ € N die Fundamentalfolge
(It — 71| ken €in Reprasentant vdm —r;|. Damit|x — | < e gilt, muss(e — |r, — 7| )gen > 0
oder(e — |rp — 1| ) ken €ine Nullfolge sein. D&y ) ey @ber eine Fundamentalfolge ist, existiert
zue > 0einN € N, sodass$r,—r| < efurallek,l > N.Mit [ := Nistdanre—|r,—mr/| >0
fur alle ¥ > N. Damit ist gezeigt, das& — |r, — 7|)ren Dicht negativ sein kann, und mit
Satz122folgt die Behauptung.

Zum Beweis der zweiten Aussage wahle manremit

Tr+y
-7
2

y—x
4 U

<

Es ist einfach, die Definition der Konvergenz rationaler Folgen auf reelle Folgen zu tber-
tragen, und es ist klar, was eine reelle Fundamentalfolge ist.dite reelle Zahl undry,)xen
ein Reprasentant, so zeigt obiger Beweis, dasg |z — | = 0 gilt. Das heil3t, dass es fur
jede reelle Zahl ein Folge rationaler Zahlen gibt, die gegen sie konvergiert. Damit kbnnen wir
das Hauptergebnis unserer Beschéaftigung mit reellen Folgen beweisen.

Satz 127: R ist vollstandig d. h. jede reelle Fundamentalfolge ist konvergent.

Bewels: Die eine Richtung ist klar. Sei fur die andere Richtyng) eine reelle Fundamen-
talfolge. Seic > 0 gegeben un&v € N mit |z, — x;| < e¢/3 furallek,l > N. Nach SatZ26
gibtes zw3/e < k € N*einr, € Q mit |z, — r| < 1/k < ¢/3. Dann folgt

re =l = e —xp + g — = | < re — @] + g — | + |z —

<S4 E
-3 3 3

98



fur alle k,1 > max([3/e], N). Damit ist gezeigt, das8)ren €ine Fundamentalfolge ist. Es
bezeichner die zu dieser Folge gehdorige reelle Zahl. Fir sie gilt

o —ap| = v —rp +rp — x| <o —rp| + |re — ax] < |x—m|+E.
Wegenlimy, |« — r;| = 0 undlim, 1/k = 0 hat man alsdim; x;, = x und damit die Behaup-
tung. U

Wir fihren noch eine generelle Notation ein. 3éieine der MengefZ,, Q oderR. Dann
setzen wirhkf* := M\ {0}, M, :={z e M |z >0}undM_ ={x e M|z <0}
Weiter kann man diese Notation kombinieren i := {z € M | z > 0} und analog
M ={xeM|x<0}.

5.4.3 Suprema und Infima

Die Menge der natirlichen Zahlen ist bekanntlich wohlgeordnet, d. h. jede nichtleere Teil-

menge besitzt ein Minimum. Das wird man von den reellen Zahlen natirlich nicht erwarten

konnen, wie das Gegenbeispii zeigt. Fur jede reelle Zahl ¢ R existiert einy € R7

mit y < x. Stattdessen haben die reellen Zahlen eine andere wichtige Eigenschaft, mit der wir
uns in diesem Abschnitt beschéaftigen werden.

Definition 64: Es seiM eine geordnete Menge uitd,).cn eine Folge von Elementen aus
M. Dann heil3t die Folgevachsendbzw. fallend), wenn fir allek € N gilt z;, < x5, (bzw.
xr > xp11). Sie heilBtstreng wachsen¢bzw. streng fallengy wenn die Ungleichungen strikt
sind.

Anstatt wachsend und fallend sagt man auch monoton wachsend und monoton fallend.
Will man nicht spezifizieren, ob die Folge wachsend oder fallend ist, so nennt man die Folge
schlichtmonoton

Offenbar ist die Folgéx;) genau dann (streng) wachsend, wenn die Folge;) (streng)
fallend ist. Der wichtigste Satz Giber wachsende bzw. fallende Folgen ist der

Satz 128: Sei (x}) eine wachsende (bzw. fallende) FolgeRin Die Folge ist genau dann
konvergent, wenn sie nach oben (bzw. unten) beschrénkt ist.

BEWEIS: Wir kdnnen o. E. annehmen, dass die Falge) wachsend ist, da wir sonst nur die
Folge(—z;) betrachten mussen. Wir zeigen zunachst, dass die Beschranktheit notwendig ist.
Denn ist die Folgézx;) konvergent gegenm, so gibt es einV € N mit |z, — | < 1 fur alle

k > N. Da die Folge wachsend ist, gilt alsp < x + 1 fUr alle k € N. Damit istz + 1 eine

obere Schranke der Folge;,).

Zum Beweis der umgekehrten Implikation benutzen wir die Kontraposition, d. h. wir neh-
men an, dass die Folge nicht konvergent ist und zeigen dann, dass sie nicht beschrankt sein
kann. Nach Satz27ist sie nicht konvergent, wenn es ein- 0 gibt, so dass es fur all¥ € N
Indizesk, ! > N gibt mit |x;, — ;| > ¢. Es seierky, [, zwei solcher Indizes m#t, > [,. Ana-
log gibt es fUrN := ky Indizesk; > [y mit |z, — x;,| > . So konstruieren wir induktiv eine

99



wachsende Folge von Indiz&sko, [1, k1, . . . und erhalten damit, da die Folge; ) wachsend
ist,

T, — Tlg = Thyy — Thyyy T Thyy g — Thyy o T Thyy o F 00— Thy T Ty — Ty

> X, — X, +Xp,  — Xy, T Tk, o T — Ty Xy — Xy = (n + 1)8.

Nach demSatz von Archimedekann man steta so wahlen, dass;, — z;, beliebig grof
wird. Daher kann die Folger;,) nicht nach oben beschrankt sein. d

Wie wir oben festgestellt haben, hat die Meiijgkein Minimum, sie hat aber ein Infimum
in R, und zwaro.

Satz 129 (Satz von Dedekind).Jede nichtleere nach oben (bzw. unten) beschrénkte Teilmen-
ge vonR hat ein Supremum (bzw. Infimum).

BEWEIS: Wir beweisen den Satz nur fir das Supremum, denn die andere Aussage ist analog.
Sei also) # M C R eine nach oben beschrankte Teilmenge unéine obere Schranke.

Wir konstruieren nun induktiv eine fallende Folge von oberen Schranken und eine wachsende
Folge von Elementen au/. Dazu setzen witn, := m und wahlen einz, € M. Falls

mo = xo gilt, S0 istmy ein Maximum und insbesondere ein Supremum. Ist dagegen z,

so betrachten wiy := (mg + x)/2. ISty eine obere Schranke, so setzen wif := y und

x1 = xo. Gibt es dagegen eiry € M mit z; > y, SO setzen wim, := my. In beiden Fallen

g|lt T <1y undm1 - < (mo — 1'0)/2

Diese Konstruktion setzen wir induktiv fort und erhalten so eine fallende Folge von oberen
Schranker{m;,) und eine wachsende Folge;) von Elementen aus/, die die Bedingungen
T < myundmyy — a1 < (my — ) /2 erfullen fur allek € N. Insbesondere isty < my
fur alle k € N, d.h. die Folggmy) ist durchz, nach unten beschrankt. Nach Sags ist
daher die Folggm,) konvergent. Analog ist die Folge;) durchm, nach oben beschrankt
und ebenfalls konvergent.

Man kann sich liberlegen, dass obige Ungleichungen beim Ubergang zum Grenzwert erhal-
ten bleiben, d. h. es gﬂtﬂlk < limg my, SOWielimk my, — limy, 2, < (hmk my, — limy, ZL‘k)/Q,
worauslim; m; < limy xj folgt. Insgesamt gilt alsbim; m;, = lim; x,. Wir zeigen, dass
x = limy, x;, das gesuchte Supremum ist.

Zunéachst istr eine obere Schranke vaovi. Denn angenommen, dem ware nicht so. Dann
gabe eseig € M mity > x. Fure := y — x existiert einNV € N mit jmy — x| < ¢/2. Damit
gilt die Abschétzung
Yy—x _ Y +x - y+y _

g

was nicht sein kann, day eine obere Schranke vav ist.

Weiter istx die kleinste obere Schranke. Denn gabe es eine kleinere Schranke < z
undy < z fur alley € M, so wiirde fur die Folgér,) C M geltenz = limy, z, < T < x, €in
Widerspruch. O

100



Fur manche Uberlegungen ist es niitzlich, die reellen Zahlen um Punkte im Unendlichen
zu erweitern. Formal ist das z.B. mdglich, indem man dem Kowpger die Restklassen
(k)ken + I und (—k)ren + I hinzufigt, die man also und —oo bezeichnet. Naturlich sind
die Folgen(+k),cn keine Fundamentalfolgen, und die so erhaltene Méhgg kein Korper
mehr. Dagegen lasst sich die Ordnung ®aufR tbertragen, und es giltoo < = < oo fir
allez € R. Somit ist—oo das Minimum unco das Maximum vorR.

Satz 130: Die I\_/Ienge@ ist total geordnet, und jede Teilmenge \Rrhat ein Supremum und
ein Infimum inR. Insbesondere gi#iup ) = —oo undinf () = oc. Eine Teilmenge\l C R ist
genau dann nicht nach oben (bzw. unten) beschrankt, wenhl = oo (bzw.inf M = —oc)
gilt.

Wir werden nun zunachst einige Suprema und Infima berechnen und dann allgemeine Re-
chenregeln fur sie besprechen.

Satz 131: Die Menge der natirlichen Zahl&hist in R nicht beschrénkt.

BEWEIS: Angenommen, es existierte:= supN € R, dann waren < s fur allen € N.
Insbesondere hatte marn+- 1 < s und somitn < s — 1, d.h.s — 1 ware schon eine obere
Schranke volN, Widerspruch. 0

Das wichtigste Beispiel fur ein Infimum liefert der folgende

Satz 132: Es gilt

'fl—O
e ko

Gilt fir ein x € R die Bedingung: < ¢ fir allee > 0, so istr < 0.

BEWEIS: Naturlich istO eine untere Schranke vdm/k)qcn-. Gabe es eine untere Schranke
m > 0, so hatten wirm < 1/k bzw.k < 1/m fur alle k € N*, was SatZ.31widerspricht.

Sei nunz gegeben mitr < ¢ fur allee > 0. Dann gilt insbesondere < 1/k fur alle
k € N*, was nach Obigem auf < infycn« 1/k = 0 flhrt. O

Zum Rechnen bendtigen wir noch den
Satz 133 (Bernoulli-Ungleichung): Fur allen € N undx € R mitx > —1 gilt
(14+2)" > 14 nax.

BEWwEIS: Wir fihren den Beweis durch Induktion naghDer Falln = 0 ist klar. Nun gelte
die Behauptung fur ein € N. Dann folgt

Q4+2)"=0+2)1+2)"> 1 +2)14+nz)=14+2+nz+nz’>>1+ (n+ 1)
U

Wir untersuchen nun die Folgen, die durch Potenzieren einer reellen Zahl entstehen.
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Satz 134: Seix € R7.

(i) Istz > 1, so ist die Folgéz"),cn streng wachsend, und fiir aljec R’ existiert ein
n € N mitz™ > y. Insbesondere gilt

sup ¥ = oo.
keN

(ii) Ist0 < z < 1, so ist die Folgéxz*),cn streng fallend, und fiir alle € R’ existiert ein
n € N mitz™ < y. Insbesondere gilt

inf 2% = 0.
keN

BEWEIS:
(i) Wegenz > 1 undz* > 0 ist folglich 2%t > 2*. Daxz — 1 > 0 gibt es nach dem
Satz von Archimedesinn € N mitn(x — 1) > y. Mit der Bernoulli-Ungleichundolgt

" =14+ (x-1)">1+n(x—-1)>y.

(i) Mit < 1 undz* > 0 erhélt mam**! < z*. Fir einy € R% erhalt man nach Teil

(i) einn € Nmit (1/2)" > 1/y, alsoy > z". Offenbar ist) eine untere Schranke der
Folge (z*). Gabe es eine untere Schranke> 0, so lieferte Teil (i) zuy := 2/m ein
n € Nmit(1/x)* > 2/m, alsoz” < m/2 < m, Widerspruch. O

Zur konkreten Berechnung von Suprema und Infima sind einige Rechenregeln nitzlich, die

es z. B. ermdglichen, Suprema einer Menge durch Infima einer anderen Menge auszudriicken
So gelingt es haufig, sich auf einen schon bekannten Fall zurlickzuziehen.

Satz 135: SeienM, N C R nichtleere Teilmengen.
(i) Ist M C N und N nach oben beschrénkt, so ist audhnach oben beschrénkt, und es
gilt
sup M <supN.

(ii) Ist die Familie(x;; ) mesxx Nach oben beschrénkt, so gilt dies auch fir die Familien
(k) jes, (Tk)kek, (supjej Tjk)keK und(supjej T k) ek, Und es ist

sup  xjj = sup(sup x;y) = sup(sup ).
(J.k)eJxK keK jeJ jeJ keK

(iii) Ist M nach unten beschrénkt, so +si nach oben beschrénkt, und es gilt
inf M = —sup(—M).
(iv) Istx € R undN nach oben beschrénkt, soist- N nach oben beschrénkt, und es gilt

sup(x + N) = x +sup N.
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(v) SindM, N nach oben beschrénkt, so ist dies alth- N, und es gilt

sup(M + N) = sup(x + N) = sup M + sup N.
xeM

(vi) Istx € R, undN nach oben beschrénkt, so gilt dies auchfeN, und es ist
sup(x - N) = x -sup N.
(vii) Ist M C R, undN nach oben beschrénkt, so istadh N nach oben beschréankt, und
es gilt
sup(M - N) = sup(x - N) =sup M -sup N.
zeM

(viii) Ist M C R* nach oben beschréankt, soigt\l nach unten beschrénkt, und es gilt

BEWEIS:

() Ist s eine obere Schranke vaN, so ists auch eine obere Schranke vé, also ist
M nach oben beschrankt. Da die Menge der oberen Schrankem/vdie Menge der
oberen Schranken val enthélt, ist die kleinste obere Schranke Vidrkleiner also die
kleinste vonN .

(i) Es seis € R eine obere Schranke der Familig; ;) ;x)csxx. Dann ists insbesondere
fur jedesk € K obere Schranke der Familie; ;);c,. Nach demSatz von Dedekind
existiertsup;c ; z;x, und es giltsup,.; z;, < s fur alle £ € K. Damit ist auch die
Familie (sup;c; 7;x)rex Nach oben beschrankt mitip,c - (sup;c; ) < s. Diese
Ungleichung gilt fur alle oberen Schrankgrund dasup,c s (sup;¢ ; ;) per Definition
selbst eine obere Schranke der Fam(ilig;,) ; 1 csxx iSt, ist sie somit die kleinste. Die
weiteren Aussagen folgen durch Symmetrie.

(iif) Offenbar istm genau dann untere Schranke vail wenn—m obere Schranke voa M
ist. Insbesondere ist M nach oben beschrankt, und es gilp —M = — inf M.

(iv) Die Abbildungs — z + s ist eine Bijektion zwischen den oberen Schranken ¥onnd
vonz + N. Dasup(z + N) die kleinste obere Schranke vont+ N ist, muss sie gleich
x + sup N sein.

(v) Mit Teil (ii) und (iv) erhalt man
sup(M + N)= sup x+y=sup(supz+y) = sup(sup(z+ N))
(z,y)EM XN xeM yeN zeM

= sup(z +sup N) = sup x + sup N = sup M + sup N.
zeM zeM

(vi) Analog zu Teil (iv).
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(vii) Analog zu Teil (v).
(viii) Analog zu Teil (iii). O

Der Satz von Archimedesdie Vollstandigkeit und deBatz von Dedekingind wichtige
Charakteristika der reellen Zahlen. Wir werden darauf noch einmal zuriickkommen.

5.4.4 Potenzen reeller Zahlen

Wir benutzen in diesem Abschnitt d&atz von Dedekindum die Quadratwurzel bzw. allge-
meinern-te Wurzeln fir reelle Zahlen einzufuihren. Wir bemerken zunachst, dass die Abbil-
dungid™: R, — R, : z — 2™ ordnungstreu ist.

Satz 136: Firz,y € R gilt:
(i) Esistz? < y? genau dann, wenn| < |y| ist.
(i) Firn € N* undz,y > 0 istz™ < y™ genau dann, wenn < y ist.

BEWEIS:
(i) Es gilt 22 < y? genau dann, wenfy — z)(y + x) > 0 ist. Nach Aufgabe27 b)ist
dies aquivalent zy — z,y + x > 0 odery — =,y + x < 0. Dies bedeutey > +x bzw.
y > || oder+a < —y bzw.|z| < —y. Beide Bedingungen lassen sich zusammenfassen
zulz| < yl.

(i) Der Falln = 1 ist klar, und der Falh = 2 wurde in Teil (i) erledigt. Die Aussage gelte
nun far einn € N. Dann folgt ause < y und der Induktionsvoraussetzung < y"

xn+1 — xnx S ynm S yny — ynJrl.
Damit ist die Rickrichtung gezeigt. Zum Beweis der Hinrichtung verwenden wir die
Kontraposition z > y genau dann, wens > " ist®. Ist x > y, so erhalt man mit der
Induktionsvoraussetzung' > y"

" =g >y > Yy =yt O
Die Kontraposition von Teil (ii) zeigt, dass die Abbilduin§f’: R, — R, injektiv ist, aber
das bringt uns nicht viel weiter. Damit die Wurzel einer positiven reellen Zahl existiert, muss
sie auch surjektiv sein.

Satz 137: Fir jedest € R, undn € N* existiert genau ein € R, mitx = y". Die Zahly
heif3tn-te Wurzelvonz und wird mit {/x bezeichnet. Es gilt/x = sup{z € R, | 2" < x }.

BEWEIS: Im Fall z = 0 ist y = 0 und die Behauptung klar. Ansonsten setzen Wir:=
{z € Ry | 2" < x}. Die MengeM ist wegen0 € M nicht leer. Wegen < max(1,z) gilt
2" <z < max(l,r) < max(1,z)". Mit Satz136(ii) ergibt sichz < max(1,z). Folglich ist
M durchmax(1, ) nach oben beschrankt, also existiert nach d&atr von Dedeking :=
sup M > 0.
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Wir zeigen nun zunéchst, dasgine Losung der Gleichung' = x ist. Dazu beweisen wir
s" < z und fuhrens™ < x zu einem Widerspruch. Aus Sat35,(vii) folgt durch Induktion

s" = (sup M )" =sup(M --- M) :sup{sz

2 € M} <u,
n-mal k=1

denn furz, € M gilt 2z, € R, undz} < z, also auch
n n n
(H ) = [T <o
k=1 k=1

Angenommen” < z, SO setzen wir

‘ . r—s"
£ = min S,W > (.

Nach Aufgabe39 gilt fir 0 < z < 1 die Ungleichung1+ z)" < 1+ (2" —1)z. Mit z :==¢/s
erhalt man

(5—1—5)”25"(1—1—5) SS”(1+(2”—1)§> ="+ (2" = 1D)s" e <" — x4 5" = 1.
s s

Damitists + ¢ € M, ein Widerspruch zur Voraussetzung- sup M.
Es bleibt noch der Beweis der Eindeutigkeit. Dieser besteht aus der bereits bewiesenen
Injektivitat vonid™ aufR, . O

Im Fall n = 2 spricht man auch von d€uadratwurzelon x und schreibt kurz/z.
Jede rationale Zahl lasst sich in eindeutiger Weise in der Form= n/m mit n € Z,
m € N* undm, n teilerfremd schreiben.

Definition 65: Firz € R undr € Q definiert man™ := ( {/x)".

Wir kommen nun zu den Potenzgesetzen fir rationale Exponenten. Teil (ii) zeigt, dass man
m undn auch mit gemeinsamen Teilern wahlen kann, da sie sich herauskurzen.

Satz 138: Fir allex,y € R*. undr,s € Q gilt:
() " ax® ="t
(i) (z")® = a">.
(i) =" -y" = (z-y)".
(iv) Istr < s, soiste™ < x° furx > 1 undx™ > x° firz < 1.

(v) Istx <y, soiste” < y" fiirr > 0 unda" > y" fiirr < 0.

BEWEIS: Beim Beweis benutzt man die schon bewiesenen Potenzgesetze flir ganze Zahlen
und die Eindeutigkeit der Wurzel. Wir lassen ihn als Ubungsaufgabe. O
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Naturlich liegt es nun nahe, zu reellen Exponentéiverzugehen. Dazu schranken wir uns
zunéchst auk € R mit x > 1 ein und betrachten die Menge := {z" | r € Q,r < p}.
Offenbar ist sie nicht leer, und wegen> 1 istz” < z!! fir aller € Q mitr < p. Folglich
ist M durchz!?! nach oben beschréankt. Nach d&aitz von Dedekinexistiert alsasup M.

Definition 66: Furxz € R* undp € R definiert man

sup{a" | reQ,r <p} falls x>1
xf = 1\ "
(—) falls = < 1.

X

Fur rationalep wird das Supremum ein Maximum, und die neue Definition stimmt mit der
alten tberein.

Satz 139 (Potenzgesetze)ir allex,y € R* undp, o € R gilt:
() o - 2% = aPte
(i) (2)7 =
(iii) @ - y> = (x-y)".
(iv) Istp < o, soiste? < z° flrxz > 1 undx? > x? flrx < 1.
(v) Istx <y, soistx’ < yf flr p > 0 undx” > y” flir p < 0.
BEWEIS: Wir benutzen die Potenzgesetze fur rationale Exponenten.

(i) Seizunachst > 1. Mit Satz135,(vii) und Aufgabe40 a)erhalt man

2?2 =sup{z" [reQr<p}-sup{z’|se€Q,s<o}
=sup{z"-2°|rseQr<ps<o}
=sup{a" ™ |rseQr<ps<o}.

Seinunt € Q mitt < p+ 0. DaQ dichtistinRR, gibteseinr e Qmitt — p <r < o.
Firs:=t—reQqiltt =r+ sunds < p. Daher ist

2’ =sup{2" | rseQr<ps<o}=sup{a |teQt<pto}=a"".

Firz < 1 rechnet man

—p - —(pt+o)
prapray L TR A T ——
T X T

106



(ii)

Es sei wieder: > 1. Nach AufgabelO gilt fiir p,o > 0
(xf)? =sup{ (z*)° | s € Q,0<s <o}

=sup{ (sup{z" |r€eQ,0<r<p})|seQ0<s<o}

=sup{sup{ (z")° |r€e Q,0<r<p}|seQ0<s<o}

=sup{sup{z” |reQ,0<r<p}|seQ,0<s<o}

=sup{z” |rseQ0<r<pl<s<ol.
Seinunt € Qmit0 < t < p-o. Weil Q in R dicht liegt, gibtess € Q mitt/p < s < 0.
Farr:=t/s € Qqiltt =r-sundr < p. Somit gilt

(xP) =sup{z™ |r,s € Q0<r<p0<s<o}
=sup{z' [t€Q,0<t<p-o}=2a"".
Fur allep € R gilt per Definition (z~1)? = z~°. Weiter ist nach Teil (i~ - 2# =
z7T = 2% = 1 und folglichz=" = (z”)~'. Nun rechnen wir fip, s < 0
(zP)7 = (x,(,p))g — ((xfpyl)a = (z7°)77 = 2P (=0) — ppo

Der einzige weitere nichttriviale Fall ist< 0 undo > 0. In diesem Fall gilt

(2°)7 = (@) )7 = (™) 7 = (@) T =
Es bleibt nur noch, die Behauptung fii< 1 zu prufen. Hier ist fur beliebigg, o

()7 = (7)) = (1) 00 = ar.

(i) FOr x,y > 1 folgt aus SatZ.35.(vii)

(iv)

(V)

af-yf =sup{a” |r € Qr <p}-sup{a’|s€Q,s<p}

=sup{z" -y’ |r,seQr,s<p}

=sup{(z-y)" |reQr<p}=(x-y)
Die anderen Falle rechnet man analog.
Da Q dicht liegt inRR, existieren,s € Qmitp < r < s < o. Im Fallz > 1 ist dann

o =sup{z' [teQt<p}<a <z <sup{z'|[teQit<o}=2a"
und farzx < 1
27 = () T =sup{ (a7 |[teQt< -} < (x7)*
<@y <sup{(z ) [t€Qt< —p}=(a) P =a".

Sei zunachsp > 0. Dann gilt nach Teil c)

2 (2 - { () |rearse).

Wegeny/xz > 1ist (y/z)" > 1 furaller € Q mitr > 0. Daraus folgty” /z* > 1, also
y? > . Analog argumentiert man im Fall < 0. O
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5.4.5 Charakterisierung der reellen Zahlen

An dieser Stelle ist es an der Zeit, einmal das bisher Erreichte zu rekapitulieren. Die natur-
lichen Zahlen hatten wir rein mengentheoretisch konstruiert. Naturlich war das Unendlich-
keitsaxiom gerade so gewahlt, dass dies in der gezeigten Form gelingt. Die ganzen und die
rationalen Zahlen waren dann rein algebraische Erweiterungen der nattrlichen Zahlen. Wir
hatten aber bereits bei den rationalen Zahlen festgestellt, dass sie als kleinster total geordneter
Korper ein ganz natirliches mathematisches Objekt sind, das praktisch unabhangig von seiner
\Vorgeschichte interessant ist.

Bei den reellen Zahlen kommt nun ein neues Element ins Spiel, und zwar die Analysis. Die
Konstruktion als Quotient der Fundamentalfolgen tber den Nullfolgen macht sehr deutlich,
wie eng die reellen Zahlen mit der Analysis verbunden sind. Wir haben ja auch zum Beweis der
\ollstandigkeit explizit diese Konstruktion verwendet. Ganz analog zu den rationalen Zahlen
kann man auch die reellen Zahlen abstrakt charakterisieren, wobei aber stets analytische (man
koénnte auch sagen topologische) Eigenschaften auftreten. Wir geben jetzt, soweit es an dieser
Stelle schon mdglich ist, einige dieser Charakterisierungen an.

Definition 67 (Teilfolge): Ista: N — N: [ — «(l) eine streng wachsende Abbildung und
(xx)ken €ine Folge von Elementen aii$, so heif3t die Abbildung

N—M:l+— Ta(l)
eineTeilfolge der Folge(xy,)ren. Man schreibtx,))ien oder(xy, )ien.

Wichtig flr unsere Zwecke ist der

Satz 140: Ist K ein total geordneter Kérper uitdy, )<y €ine Folge von Elementen als so
existiert eine monotone Teilfolge . )ien.

BEWEIS: Wir setzenM = {k € N | x; < z,furallel > k}. Es kdnnen nun zwei Félle
eintreten:)M ist endlich oder)M ist unendlich. IstM unendlich, so erhalt man durch eine
Aufzahlunga der Elemente voi/ eine fallende Teilfolggx,))en. ISt M dagegen endlich,
so setzen wirv(0) := max M + 1. Wegenx(0) ¢ M existiert ein Indexx(1) mit o(1) > «(0)
undz,) > z4(0). Da wiederum (1) ¢ M erhalt man so induktiv eine wachsende Teilfolge
(Ta@))ien- O

Wir hatten fur die reellen Zahlen zunachst desmtz von Archimedeand die Vollstandig-
keit gezeigt. Dann hatten wir beide Eigenschaften fur den Beweis benutzt, dass monotone
beschrankte Folgen konvergent sind. Daraufhin hatten wir allein aus dieser Tatsache den
Satz von Dedekin@bgeleitet. Der folgende Satz zeigt nun, dass wir auch anders hatten vor-
gehen kdnnen.

Satz 141: Es seiK ein total geordneter Kérper. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

(i) Jede nichtleere nach oben (bzw. unten) beschrénkte Teilmendé hahein Supremum
(bzw. Infimum).
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(i) Jede wachsende (bzw. fallende) Folge, die nach oben (bzw. unten) beschrénkt ist, kon-
vergiert.

(iif) Die Ordnung aufK ist archimedisch, und ist vollstandig.

BEWEIS:

() = (i)": Es sei (z}) eine nach oben beschrénkte, wachsende Folge. Nach Voraussetzung
existierts := sup,y zx. Nun seie > 0 gegeben. Aufgrund dekpproximationseigenschaft
gibtes einV € Nmitxy > s —e. Da die Folgegz;) wachsend ist, gilt — e < zy < xp < s

und somit|xz, — s| < e furallek > N.

() = (iii)*: Wir zeigen zunéachst, dass die Ordnung archimedisch ist. Seien dazw 0
gegeben. Angenommen, es wang < x fur allen € N. Dann wéarer eine obere Schranke

der wachsenden Foldey),cn, Welche nach Voraussetzung gegea K konvergiert. Damit
existiertN € Nmit ny—s| <y,d.h.s—y <ny < s, furallen > N.Wegens— (s—y) =y

kann dies nicht sein.

Zum Beweis der \ollstandigkeit betrachten wir eine Fundamentalfalgeaus Elementen
von K. Vollig analog zum Beweis von SafiZl9 zeigt man, dass die Folge;) beschrankt
ist. AulRerdem besitzt diese Folge nach Sat@eine monotone Teilfolgéry, ), die naturlich
ebenfalls beschrankt ist. Nach Voraussetzung existiett lim; x,. Nun seic > 0 gegeben.
Dann gibt es einlV € N mit |z, — x,,| < e/2fur allek,m > N. Ferner existiert eih € N, so
dassk; > N istund|zy, — s| < ¢/2 gilt. Dann folgt fiir allek > N

£ g
|z, — s| = |z — xp, + 2, — 8| < |ap — 2| + |zg, — 5| < §+§:5.
(1) = (1)“: In den entsprechenden Beweisen dieses Kapitels kannRraurch K ersetzen,
ohne dass ein Argument gedndert werden musste. O

Dies sind nur drei von vielen weiteren Eigenschaften der reellen Zahlen, die untereinander
aquivalent sind. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass ein total geordneter Korper, der eine dieser
aquivalenten Eigenschaften erfullt, schon isomorph zum Korper der reellen Zahlen ist. Nach
demMonomorphiesatist Q isomorph zum Primkoérper eines total geordneten Kérpers, und
zur Vereinfachung der Notation identifizieren wir beide miteinander.

Satz 142: Es seiK ein total geordneter Kérper. Der Primkdér@riegt genau dann dicht in
K, wennK archimedisch geordnet ist.

BEWEIS: Es seiQ dicht in K. Dann gibt es zu gegebeneny € K mit x,y > 0 rationale
r,s mitz < rund0 < s < y. Da die Ordnung auf) archimedisch ist, existiert eim € N mit
ns > r und folglichny > ns > r > .

Sei nun umgekehtk archimedisch geordnet. Wir missenzy € K mitz < yeinr € Q
finden mitz < r < y. Zunéchst gibt es ein € N mit (y — z)~' < n. Firm := [nz] gilt
m/n <z < (m+1)/n.Insgesamt folgt: < (m+1)/n <x+1/n <y. O

Es ist erstaunlich, dass die Anzahl der KérperautomorphismeiR\s®hr Ubersichtlich ist.

Satz 143: Ein total geordneter Kérper mit den Eigenschaften aus Sé&izhat die Identitét
als einzigen Automorphismus.
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BEWEIS: Es seiK ein solcher Korper. Jeder Automorphismfuerfullt f(0) = 0und f(1) =
1. Wie im Beweis von Sat81 zeigt man nunf|Q = idg.

Wir wissen aus dem letzten Abschnitt, dasgirQuadratwurzeln existieren. Nun ist< y
genau dann, wenn— x € K ist, d. h. wenn es ein € K gibt mity — 2 = 22. Anwendung
von f liefert f(y) — f(z) = f(2)* > 0, alsof(z) < f(y). Daher istf ordnungstreu.

Da nach Obigenm) in K dicht liegt, existiert zuwxr € K eine rationale Folggr;) mit
lim, 7, = 2. Nach Satz140 besitzt sie eine monotone Teilfoldey, ), und wir gehen o. E.
davon aus, dass sie wachsend ist. Man kann sich Uberlegen, dass diese Teilfolge denselben
Grenzwert hat. Dann gibt es fur jedes rationale 0 ein N € Nmit0 < x — x;, < ¢ fur
allek > N. Da f ordnungstreu und die Identitat aQfist, folgt0 < f(x) — xy, < e fur alle
k > N. Damit ergibt sichf (z) = lim; x, = z, d. h. f = idk. O

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Abschnitts.

Satz 144: Ist K ein total geordneter Kérper, der die &quivalenten Eigenschaften au$Batz
erfillt, so istK isomorph zu Kérper der reellen Zahl&n

BEWEIS: Wir konstruieren einen Isomorphismyis X — R. Wie oben liegtQ dicht in K,
also existiert zur € K eine rationale Folgér,) mit lim, 7, = x. Da konvergente Folgen
Fundamentalfolgen sind, ist die Abbildurfg = — (r) + I wohldefiniert, wobei das Null-
folgenideal bezeichnet.

Wir zeigen nun, dasg ein Kérperhomomorphismus ist. Seien dazy € K und(ry), (sx)
rationale Folgen mitimy, r, = = undlimy s, = y. Dann konvergiertr, + sx) gegenz + y
(siehe Aufgabéll), und es gilt

flety) = (re+sp) +1 = ((re) + 1)+ ((sx) + 1) = f(2) + f(y)-
Analog zeigt mary (z - y) = f(z) - f(y).
Per Konstruktion isy injektiv. Da K vollstandig ist, istf auch surjektiv: Jeder Reprasentant

(r) einer reellen Zahl definiert i eine Fundamentalfolge, und diese konvergiert gegen ein
x € Kmit f(z) = (ry) + 1. Insgesamt isf ein Isomorphismus. O

Ubungsaufgaben
Aufgabe 29: Zeige, dass fur alle:,n € Nmitm < ngilt m+ 1 < n.

Aufgabe 30: Zeige: Die AbbildungN — {m e N|m > k}: n+— n+ kistfurallek € N
bijektiv.

Aufgabe 31: SeienM, N disjunkte endliche Mengen. Zeige, dass flr die Machtigkeiten gilt
|IMUN|=|M|+|N|.

Aufgabe 32: Seienm,n € N und M, N Mengen mit/}/| = m und|N| = n. Finde hinrei-
chende und notwendige Bedingungen an die Zahten, so dass eine Abbildungyy/ — N
existiert, die
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a) injektiv

b) surjektiv

c) bijektiv
ist.

Aufgabe 33: Zeige: IstM eine endliche Menge unfl: M — M eine surjektive Abbildung,
so istf auch injektiv.

Aufgabe 34: Zeige, dass in einer kommutativen Halbgrupggdur allez, y € M undm,n €
N* die Potenzgesetze

m .M

a) 2"y =y"x
b) (zy)" = a"y" .

gelten. In einem kommutativen Monoid gelten sie auch/fiin = 0 und in einer abelschen
Gruppe fur allen, n € Z.

Aufgabe 35: Beweise die folgenden Summenformeln:

) +1)(2n+1
ST >6<n )

n—l—l on+ 1)(Bn2+3n—-1
C>Zk4 Jon + 1) )

Aufgabe 36: Sei(r,) mit 7, # 0 fur alle £ € N eine Fundamentalfolge, die keine Nullfolge
ist. Zeige, dass es ein> 0 gibt mit || > s fur allek € N.

Aufgabe 37: Zeige, dass fur alle, y € R gilt

a) max(z,y) + min(z,y) = = +y

b) max(z,y) = =414
) min(,y) = “HL I

Aufgabe 38: Es seienV/, N C R nichtleer und beschrankt. Zeige:
a) sup(M U N) = max(sup M, sup N) undinf(M U N) = min(inf M, inf N).
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b) SindM, N nicht disjunkt, so gilkup(AM NN) < min(sup M, sup N) undinf(MUN) >
max(inf M, inf N'). Kénnen die Ungleichungen auch strikt sein?

Aufgabe 39: Zeige: Firn e Nundz e Rmit0 <z < 1gilt (1 +2)" <1+ (2" —1)x.
Aufgabe 40: Zeige:
a) Furc e Rmitz > 1undp € Rgilt 2 =sup{z" | r € Q,r < p}.

b) Ist (M;);e; eine Familie beschrankter Teilmengen &nso dass J;.; M; ebenfalls
beschrankt ist, so gilt

sup{supM; |j € J} = supUMj.
jeJ

c) Ist M eine durchl nach unten beschrankte Teilmenge MRrund r € Q7, so ist
sup M" = (sup M)".

Aufgabe 41: In einem total geordneten Korpéf geltelimy z, = x undlim,, v, = y. Zeige:
a) limy(zx +yp) =2+ vy

b) limg(zg - yx) = x - v.
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A Das Zorn'sche Lemma

Fur die Anwendungen ist eine Umformulierung des Auswahlaxioms wichtig, die Zorn’sches
Lemma genannt wird. Das Zorn’sche Lemma ist auf Basis der restlichen Axiome &quivalent
zum Auswahlaxiom. Es wird z. B. fir den Beweis verwendet, dass jeder Vektorraum eine Basis
besitzt. In diesem Anhang wird gezeigt, dass das Zorn'sche Lemma aus dem Auswahlaxiom
folgt. Dies erfordert zun&chst eine Beschaftigung mit geordneten Mengen.

Definition 68 (Wohlordnung): Eine geordnete Menge heMsbphlgeordnetind die betreffen-
de Ordnung ein®\ohlordnung wenn jede ihrer nichtleeren Teilmengen ein Minimum besitzt.

Offenbar gilt der
Satz 145: Jede wohlgeordnete Menge ist total geordnet.

BEWEIS: Seien)M eine wohlgeordnete Menge undy € M. Dann besitzt die Menggr, v}
ein Minimum, also giltz < y odery < x. g

Nun vereinfachen wir die Sprechweise. Eine total geordnete Menge nennen wietiae
Eine Teilmenge einer Kette ist dann ebenfalls eine Kette, die wir Teilkette nennen.

Sei nunM eine wohlgeordnete Menge urd eine Kette in)M . Eine TeilketteA von K
heildtAnfangsstickon K, wenn

A:{xEK

Elznga}
acA

gilt. Weiter definieren wir firr € K denAbschnittK, von K als
K, ={yeK|y<uz}.

Ist umgekehrtvV C K eine Teilkette, und gibt es ein € K mit K, = N, so heil3tK eine
Fortsetzungron N.
Offenbar gilt dann der

Satz 146: Die Anfangsstlicke einer wohlgeordneten Kdttesind genau die Abschnittg,
mitx € K undK selbst.

Die leere Menge ist als Abschnitt des Minimums v@rebenfalls Anfangsstuck.

Definition 69: Man nennt zwei wohlgeordnete Ketten voh vergleichbay wenn die eine
Anfangssttick der anderen ist.
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FUr spater notieren wir den

Satz 147: Sei(K;);c; eine Familie wohlgeordneter Ketten vai, von denen je zwei ver-
gleichbar sind. Dann idt := | J K; wohlgeordnet, und all&; sind Anfangsstiicke voR .
i€l
BEWEIS: Seil) # K’ C K eine nichtleere Teilkette. Dann gibt es ¢ia I mit K; N K’ # ().
Da K; wohlgeordnet undy; N K’ C K; ist, gibt es ein Minimunx von K; N K'. Wir zeigen
nun, dass: schon Minimum vonK’ ist. Sei dazy € K' mity < x. Es gibt esj € I mit
y € K;. Es konnen nun zwei Falle auftreteld; ist Anfangssttick vork; oder umgekehrt. Im
ersten Fall folgt direky € K. Im zweiten Fall folgt wegeny < x ebenfallsy € K;. Da nun
y € K;,istauchy € K;N K'. Esist aber: Minimum von K; N K’, woraus sofory = z folgt.
Nunseii € I,z € K undz; € K; mit z < x;. Kbnnen wir zeigen, dass € K; ist, so ist
K, Anfangsstilck vonk'. Es gibt einj € I mit z € K,;. Wegen der Vergleichbarkeit vali;
und K, folgt wie oben die Behauptung. O

Wir wiederholen nun kurz das Auswahlaxiom: ,Das kartesische Produkt einer nichtleeren
Familie von nichtleeren Mengen ist nichtleer.” Die Bezeichnung Auswahlaxiom ergibt sich
unmittelbar aus dem folgenden

Satz 148 (Auswahlfunktion): Sei(M;);c; eine Familie nichtleerer Mengen. Dann gibt es ei-
ne Auswahlfunktionf: I — |J M; mit f(i) € M; fir allei € 1.

icl

BEWEIS. Laut Auswahlaxiom ist das kartesische Produkt &iemichtleer. Also existiert

fe]nm.

el

Nach Definition des kartesischen Produktsfigine Familig(y; );c; mity; € M, fur allei € 1.
Wegeny; = f(i) folgt schon die Behauptung. O

Die Auswabhlfunktion wahlt also aus jeder Mengg ein Element aus. Nun haben wir alle
notigen Vorbereitungen gemacht.

Satz 149 (Zorn'sches Lemma):SeiM +# () eine geordnete Menge, und jede wohlgeordnete
Kette vonM besitze eine obere Schranke. DannMamindestens ein maximales Element.

BEWEIS: Es seill die Menge aller wohlgeordneten Ketten vbh Dann gilt nach Voraus-
setzung fur allex € W

S(K):={s e M | sist obere Schranke vok } + 0.

Daher kdnnen wir definieren

Gy JIsESE) [s¢ K} falls S(K) ¢ K
(K)= S(K) falls S(K) C K,
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und es istS(K) # (). Jetzt wahlen wir eine Auswahlfunktion

fw— {J S(K)

KeWw

mit f(K) € S(K) fur alle K € W. Wir betrachten nun die Menge
W={KeW| f(K,) =zfurallex € K }.

Da die leere Menge wohlgeordnet ist,fist 7. Sie besitzt aber keine Abschnitte, weswegen
auch) € W folgt. Daher istiV’ # ().

Wir zeigen nun, dass je zwei Kettéy, K, € W’ vergleichbar sind. Anfangsstiicke dersel-
ben wohlgeordneten Kette sind immer vergleichbar. Sei Alsbe Vereinigung aller gemein-
samen Anfangssticke vai; und K,. Nach SatzZl47ist K eine wohlgeordnete Kette, und
zwar das bzgl. der Inklusion grof3te gemeinsame Anfangsstiickkyamd K 5. Nun nehmen
wir K; # K sowieK, # K an. Es gibtr; € Ky, 2, € Ko mit K = Ky, = K»,,. Es giltaber
1 = f(K1a,) = f(Ka,,) = x2, also isti U{x; } echte Obermenge vaii und Anfangssttick
von K und K5, im Widerspruch zur Konstruktion voR .

Nun ist also
K = U K
Kew’

eine wohlgeordnete Kette, deren Anfangsstickeidiee W' sind. Zu jedem: € K’ gibt
eseinK € W' mit x € K. Da K Anfangsstick vonk’ ist, folgt K, = K, und somit
f(K]) = f(K,) = x. Insgesamt ist als&’ € W'. Per Konstruktion enhtalk” alle Ketten
von W', also giltf(K’) € K'. Andernfalls warex’ U { f(K')} eine echte Obermenge vaé{T
ausW’.

Es bleibt nur noch zu zeigen, daggk”’) ein maximales Element vol ist. Aus f(K') €
K’ ergibt sichS(K’) € K'. Sei nunz € M und f(K’) < z. Dann istz € S(K’) und
daherz € K'. Es ist aberf(K’) obere Schranke voik”, alsox < f(K’) und schlief3lich
x= f(K"). O

Die Machtigkeit des Zorn’schen Lemmas zeigt sich z. B. in dem erstaunlichen

Satz 150 (Wohlordnungssatz):Jede Menge lasst sich wohlordnen.

BEWEIS: SeiM eine Menge. Wir betrachten die Mengéaller Teilmengen vord/, die sich
wohlordnen lassen. Dann fuhren wir ddif eine Ordnungsrelation dadurch ein, dass y

gelten soll, wenmny eine Fortsetzung vonist. Wegerl) € W istWW # (). Sei nunk eine Kette
ausl¥V. Dann ist nach Sat¥47die Vereinigungd/ aller Elemente vork’ wohlgeordnet, und”

ist eine obere Schranke bzgl. der Ordnungsrelation der Fortsetzung. Nun folgt adgl$atz
dassWW ein maximales Element besitzt, also eine bzgl. Fortsetzung grof3te wohlgeordnete
Menge X. Es bleibt nur noch\/ = X zu zeigen. Gabe es aber einc M \ X, so wére

X U {x} echte Obermenge vaki. Andert man die Ordnung voX U {z} so ab, dass das
grof3te Element wird, so erhalt man wieder eine Wohlordnung, im Widerspruch zur Wahl von
X. O
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Man mache sich Kklar, wie verriickt dieser Satz ist: Wie soll etwa eine Wohlordnun@ von
aussehen?! Hier zeigt sich bereits, weshalb viele Mathematiker das Auswahlaxiom ablehnen.

Esist eine interessante Tatsache, dass man das Prinzip der vollstandigen Induktion auf wohl-
geordnete Mengen, d. h. auch auf tberabzahlbare Mengen, tibertragen kann.

Satz 151 (Prinzip der transfiniten Induktion): SeiM eine wohlgeordnete Menge und C
M eine Teilmenge, so dass flr alle= M gilt

M,CN=2z¢€N.

Dann istN = M.

BEwEIS: AngenommenV # M, d.h.M\ N # (. Dann besitzi\/ \ N ein kleinstes Element
x. Somit gilt aberM, C N, alsox € N. Widerspruch. O
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B Die Konstruktion des
Polynomrings

Wir gehen nun auf die explizite Konstruktion des Polynomrings ein. Wie schon erwahnt, ge-
schieht dies, indem man AbbildungenN — R mit p(k) # 0 nur fur endlich vielek € N
betrachtet. Es bezeichidg X | die Menge solcher Abbildungen.

Wir mussen nun zunéchst Verknupfungen &UK | einfuhren, so dasB[X] ein Ring wird.
Wie gehabt setzen wir dazu fiirb € R[X]

(a+0)(n) =a(n)+ b(n)

und

n

(a-b)(n) = a(k)-b(n—k)

k=0
fur allen € N. Definiert man fur jedes Elementc R eine Abbildung-: N — R mitr(0) = r
undr(k) = 0 fur & > 0, so ist damit eine Ringeinbettung véhin R[X] gegeben.
Es ist an dieser Stelle hilfreich, d&sonecker-Delta

1 falls i=j
Oij = . .
0 falls i #j

einzufuhren. Wir kdnnen dann namlich die Abbildukig N — R mit X (1) = 1und X (m) =
0 fur m # 1 kurz schreiben al& (m) = ¢, ,,. Vereinbaren witX® := 1 € R, so gilt der

Satz 152: Es istX"(m) = 6, m.

BeEwels: Der Induktionsanfang ist schnell gemacht. Die Behauptung gelte nun fiirei.
Dann folgt

X" m) = X"(m) - X(m) = > X"(k)- X(m —=k) = Snp - O1mt-

Der Summand verschwindet nur dann nicht, wenn sogleich £ und1 = m — k, also
k = m — 1ist. Daraus folgtn = n + 1, also die Behauptung. O

Wenn wir nun zeigen kdnnen, dass sich jede Abbildprg R[X] in eindeutiger Weise als
Summe Uber digl* schreiben lasst, so haben wir die Konstruktion abgeschlossen. Dann ist
namlich das vormals naive Rechnen mit dem Platzhalteauf das wohlbekannte Rechnen
mit Abbildungen zurtckgefihrt.
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Satz 153: Zu jedem0 # p € R[X] existieren eindeutig bestimmte Elemepte. .. p, € R,

So dass .
p=> X"
k=0

undp,, # 0 ist.

BEwEIS: Existenz: Wir setzem,, := p(m) und Uberprufen die Gleichheit punktweise. Pa
im Polynomring liegt, gibt es eine grof3te Zahk N, so das®(n) # 0 undp(m) = 0 fur alle
m > n ist. Firm < n rechnet man

(Zkak> (m) =Y pX"(m) =Y prbim = pm = p(m)
k=0 k=0 k=0

und firm > n

k=0 k=0 k=0
Eindeutigkeit: Es sei
> mXE =) pxt
k=0 k=0

mit p;; # 0. Wir miissen nun zeigen, dass= n undp, = p, fur alle k gilt. Dabei kbnnen wir
0. E.n < 7n annehmen. Dann ist

n

Z(ﬁk - pk)Xk = 0.

k=0

Dies gilt wieder punktweise, so dass fir< n

0= (Z(ﬁk - pk)Xk> (m) = (x — pe) X (m) = > (B — Pi)Okom = B — Pm

k=0 k=0 k=0

folgt. Insbesondere gitt = n. O
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