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Mit diesem Artikel werden wir in das weite Feld der Fraktale einsteigen. Er beginnt mit
den noétigen Bemerkungen zum Dimensionsbegriff. Dann werden Grundlagen Uber die Itera-
tion von Funktionen besprochen. An dieses Kapitel schliel3t sich direkt eine Behandlung der
logistischen Gleichung an. Nun wird zu den komplexen Zahlen tibergegangen, d. h. Julia- und
Mandelbrot-Mengen werden untersucht. Dann folgen eine Reihe weiterer Kapitel zur Vertie-
fung. Ein weiterer wichtiger Punkt ist das Kapitel Gber IFS. Darauf folgt eine ausftihrliche
Behandlung diverser fraktaler Kurven und ihrer Darstellung als Lindenmayer-System.
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1 Eine kurze Geschichte der
Dimension

Es gibt unzahlige (verschiedene) Definitionen der Dimension. In diesem Kapitel werden die
wichtigsten Definitionen erlautert und Beziehungen zwischen ihnen hergestellt. Au3erdem
wird auf Probleme hingewiesen, die sich beim Studium fraktaler Kurven ergeben.

1.1 Die Euklidische Dimension

Der intuitivste Zugang zum Dimensionsbegriff besteht wohl darin, sie als die minimale Anzahl
von Parametern zu definieren, die benétigt wird, um ein geometrisches Objekt vollstandig zu
beschreiben. Bei einer Geraden bendtigt man einen ParameterKaierdinate), sie hat die
euklidische DimensioD; = 1. Flr eine Ebene braucht man zwei Parameter, z-Bind
y-Koordinate oder Polarkoordinatend, also ist sie zweidimensional.

Diese Vorstellung wird von der Linearen Algebra unterstitzt, denn dort ist die Dimension
eines Vektorraums gleich der Anzahl der Basisvektoren, was genau der minimalen Anzahl der
Koordinatenachsen entspricht.

Es gibt nun zwei Probleme, die diese Dimensionsvorstellung beinhaltet. Das erste Problem
ist die eineindeutige Abbildung der Punkte einer Geraden auf die Punkte einer Ebene, die von
Cantor gefunden wurde. Das widerspricht vollig der Vorstellung, dass eine Ebene mehr Punkte
enthalten muss als eine Gerade. Der Beweis ist eine Abwandlung von Cantors Diagonalver-
fahren.

Wie beschranken uns wieder auf das Interj@lll] bzw. [0; 1]*>. Dann kénnen Punkte des
Einheitsquadrats mit den Koordinaten

(0,a1a2a3 .. .;0,b1b9b;3 . . .)
eineindeutig auf einen Punkt der Einheitsstrecke mit den Koordinanten
0,a1b1asbsasbs . . .
abgebildet werden. Es existiert also eine umkehrbare Abbildung
f: R — R2%

Wichtig ist, zu erkennen, dass eine eineindeutige Transformation die Dimension &ndern kann!
Diese Transformation ist jedoch nicht stetig. Peano hat jedoch eine Transformation gefun-
den, die eine Strecke stetig auf eine Flache abbildet, und zwar ebenfalls eineindeutig. Diese
flachenfullende Kurve wird ausfihrlich im Kapitel Gber fraktale Kurven besprochen. Das Pro-
blem ist nun, dass die Dimension nicht mehr die minimale Anzahl der Parameter sein kann!



1.2 Die Topologische Dimension

Die topologische Dimension wahlt einen rekursiven Zugang zur Bestimmung der Dimension.
Die leere Menge soll die Dimensionl haben. Dann hat ein Objekt die Dimension+-

1, wenn man jeden beliebigen Teil dieses Objekts mit Objekten der Dimensiom Rest

trennen kann und die kleinste solche Dimension ist.

e Um eine abzahlbare Menge (die kein Kontinuum ist) zu separieren, benétigt man nichts.
Die Dimension istals@®; = —1 +1 = 0.

e Eine Linie kann durch einen Punkt unterteilt werden. Also ist ihre Dimensipn=
0+1=1.

e Eine Ebene wird durch eine Gerade zertdili: = 1 + 1 = 2.

e Ein Wiirfel kann schlief3lich durch eine Ebene zerschnitten werben= 2 + 1 = 3.

Bei den Standardfiguren ist die Bestimmung der topologischen Dimension kein Problem.
Schwieriger sieht es beispielsweise mit einem ,6"-féormigen Objekt (der Kreis des , 0" sei
gefullt) aus. Hier muss man zwischglobaler undlokaler Dimension unterscheiden.

Denn betrachtet man das ,6" als Ganzes, so benétigt man nichts, um es zu separieren —
seine topologische Dimension wdreUm das der Anschauung widersprechende Ergebnis zu
korrigieren, fuhrt man die lokale Dimension ein. Man betrachtet die ,,6“-Punkte getrennt vom
,0"-Kreis. Die Punkte haben die Dimension Um die Kreisscheibe zu unterteilen, benétigt
man jedoch eine Gerade, daher ist ihre lokale Dimen3id@amit das gesamte ,,6* die topo-
logische DimensionR erhalt, definieren wir sie als das Maximum der lokalen Dimensionen.

1.3 Die Fraktale Dimension

Synonyme firfraktale Dimension sind Box-Counting-Dimension, Kapaztéatsdimension und
Hausdor ff(-Besi covitch)-Dimension.

Die Bestimmung der fraktalen Dimension erfolgt folgendermaf3en: Man bedeckt das Objekt
mit Kreisscheiben vom DurchmesserDie Anzahl der Kreisscheiben sai(s). Dabei ist
das Objekt stets so zu bedecken, d&gs) minimal wird (man kdnnte sagen, die dichteste
Variante). Dann ist die fraktale Dimension

Dy = — ll_r)% logg N(€)>

falls der Grenzwert existiert. Der Indéx soll an Hausdorff-Dimension erinnern, welcher der
gebrauchlichste Name fur die fraktale Dimension ist.

Als Beispiel berechnen wir die Hausdorff-Dimension der Einheitsstrecke. Diese kann von
einer Kreisscheibe des Durchmessebgdeckt werden, vohiScheiben mit Durchmessér2,
3 Scheiben mit Durchmessgf3 usw. Wir erhalten also:

N(€)~5:1:>N(e):§



Daraus folgt:Dy = 1. Die Hausdorff-Dimension stimmt also fur eine Strecke mit der topolo-
gischen Dimension Uberein.

Bei der Untersuchung fraktaler Kurven féllt auf, dass die Hausdorff-Dimension auch eine
gebrochene Zahl sein kann. So liegt z. B. die Dimension des Cantor-Staubs zwischen Punkt
und Gerade, die der Koch-Kurve zwischen Gerade und Flache. Insbesondere heil3t eine Kurve
dannfraktal, wenn ihre Hausdorff-Dimension die topologische Dimension Ubersteigt (in den
genannten Fallen 0 bzw. 1). Ein Extrembeispiel ist die schon erwahnte Peano-Kurve, welche
die Hausdorff-Dimension 2 besitzt!

1.4 Die Ahnlichkeitsdimension

Die Ahnlichkeitsdimension kann als ein Spezialfall der Hausdorff-Dimension angesehen wer-
den. Sie ist beselbstéhnlichen Objekten von Nutzen, d. h. wenn Teile des Objekts aussehen
wie das Objekt als Ganzes.

Die Hausdorff-Dimension kann fur beliebige Objekte bestimmt werden, allerdings muss
der Grenzwert streng ermittelt werden, was u.U. sehr schwierig ist. Das ist bei selbstahnlichen
Objekten kein Problem, da der Ausdruiek, N (¢) konstant ist. d. h., es genugt die Betrach-
tung einer GrolRenordnung, um den Grenzwert ermitteln zu konnen. Beispiele hierzu werden
im Kapitel Gber fraktale Kurven angeflhrt.
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2 Fixpunkte

Gegeben sei eine reelle Zahuind eine Funktiory, dieiterativ aufx angewendet werden soll.
Die n-te Iterierte vonr bezeichnet man dann af§(z). f2(x) ist also gleichf (f(z)).

Die Folgex, f(x), f(f(z)), ...wird alsOrbit von = bezeichnet. Der Orbit vom kann
verschiedene Formen annehmen, die an (trivialen) Beispielen erlautert werden sollen.

e Fixpunkt
Eine Zahlz heil3t Fixpunkt, wenn der Orbit van konstant ist. Beispiel: Die Funktion
f(x) = 2? hat genau 2 Fixpunkte, namlich= 0 undz = 1. In diesem Beispiel heildt
x = —1 Vorfixpunkt, da er nach einer Iteration in einen Fixpunkt tibergeht.
Die Fixpunkte einer Funktion sind stets Losungen der Gleichilng = x.

e Zyklische Wiederholung
Es kann vorkommen, dass ein Orbit zyklisch zwischen mehreren Punkten hin- und her-
springt. Den kleinsten solchen Zyklus nennt mankBgode des Orbits. Beispiel: Der
Orbit vonz = —1 ist zyklisch mit der Periode 2 unter der Funktiffr) = z* — 1.

e Chaotisches Verhalten
Zeigt der Orbit keinerlei Muster und zeitliche Vorhersagbarkeit, so heil3t er chaotisch.
Chaos ist streng vodufall zu unterscheiden, da letzterstochastischer Natur ist. Ein
chaotisches System jedoch, gefittert mit denselben Daten, erzeugt stets wieder exakt
dasselbe chaotische Verhalten. Das Chaos ist also reproduzierbar. Um diese Eigenschaft
zu unterstreichen, spricht man auch \dater ministischem Chaos.

Ein nutzliches Hilfmittel zur Untersuchung von Orbits ist @eaphische Iteration. Dabei
plottet man zunachst die Funktion UberDann geht man vontartwert x, vertikal nach
oben, bis zum Funktionsgraphen. Von dort geht man horizontal bis zur Winkelhalbierenden
und erhaltf(zy) = x;. Als néchstes sucht man wieder vertikal den Funktionsgraphen usw.
Die so entstehenden Diagramme nennt r§ainnwebdiagramme.

Um mit diesem Verfahren vertraut zu werden, untersuchen wir die einfache lineare Funktion
f(z) = a- 2z + bund unterscheiden vier Félle:

l.a>1
2. 0<ax<1
3. -1<a<0

4, a< —1
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Abbildung 2.1: Einfache Spinnwebdiagramme.
Die entsprechenden Diagramme sind in Abbild@nfydargestellt.
Wie man sieht, hat jede dieser Funktionen einen Fixpunkt.

1. a > 1: Der Orbit verlauft in dem Bereich zwischen Funktion und Winkelhalbierenden,
und zwar auswarts. Den Fixpunkt nennt nadastol3end oderinstabil; er heil3tRepeller.

2. 0 < a < 1: Der Orbit verlauft in dem Bereich zwischen Funktion und Winkelhalbie-
renden, und zwar einwérts. Den Fixpunkt nennt naaziehend oder stabil; er heifdt
Attraktor.

3. —1 < a < 0: Der Orbit verlauft spiralférmig um den Fixpunkt, und zwar einwérts. Den
Fixpunkt nennt maanziehend oderstabil; er heil3tAttraktor.

4. a < —1: Der Orbit verlauft spiralférmig um den Fixpunkt, und zwar auswarts. Den
Fixpunkt nennt mambstofRend oderinstabil; er heil3tRepeller.

Im Falle einer nicht-linearen Funktion trift (z) (z sei ein Fixpunkt vonf) an die Stelle
vona. Dann gibt es noch zwei Sonderfélle, die bisher keinen Sinn machten:

e Ist|f'(z)| = 1, so heil3t: indifferent.
e Ist|f'(z)| = 0, so heil3t: superstabil.
Der Fixpunkt der oben betrachteten Falle heil3t zusammengéfgesbolisch. Es gilt also:
e |f'(z)] >1 <= =zistRepeller.
e |f'(2)] <1 <= zistAttraktor.

Bei einer nicht-monotonen Funktion mit mehreren Fixpunkten ist zu beachten, dass die
Aussagen uber das Verhalten des Orbits jeweils nur fur ein bestinintéegall gelten.
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3 Wachstumsprozesse

3.1 Exponentielles Wachstum

Das einfachste Modell désachstumsverhaltens einer Population besteht wohl darin, anzu-
nehmen, dass die Zunahme d®apulationsgrofde in einem bestimmten Zeitintervall direkt
proportional zur Populationsgrof3e im vorhergehenden Zeitintervall ist,, Idte Population
in einem solchen Zeitintervall, dann erhalt man aus dieser Uberleguriiffiéeenzenglei-
chung

Tptl — Ty =T+ Ty

mit demProportionalitatsfaktor r. Istr > 0, so heil3t- Wachstumskonstante; fur » < 0 heil3t
r Zerfallskonstante. Diese Gleichung lasst sich umformen zu

Tpr1 = (L+7) - 2.

Dies ist die Gleichung desxponentiellen Wachstums. Man erhalt namlich leicht alexplizite
Formel fur dasn-te Zeitintervall

Ty =147 20=10" gnin(+n)

wobei z, die Anfangspopulation ist. Dies ist jedoch ein sehr primitives Modell, da in Wirk-
lichkeit aufgrund der Ressourcenbegrenztheit unbeschranktes Wachstum nicht maglich ist.

3.2 Logistisches Wachstum

Realistischer wird es schon, wenn wir auch €lndesrate s beriicksichtigen. Man kénnte sie

auch proportional zur bestehenden Populationsgrof3e ansetzen. Unter bestimmten Umstanden
ist aber die Todesrate sogar proportional zum Quadrat der Populationsgrof3e. So erhalt man
die Gleichung

2
Tpy1 =Ty +7 -2y, — S,

Dieses Wachstum heif®erhulst-Wachstum oder logistisches Wachstum. Die explizite Form
dieses Wachstums zu ermitteln ist schwieriger. Sie gilt auch nur fir infinitesimal kleine Zeit-

intervalle und lautet
Ty

= st + (r — swo)e ™’

Wie man sieht, strebt dieses Wachstum einem Grenzfall entgegen, und zwar ist die Schluss-
population gegeben durelys. Das bedeutet also: Die Schlusspopulation ist unabhéngig von
der Anfangspopulation!
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Abbildung 3.1: Das logistische Wachstum flr infinitesimale Zeitintervalle.

Abbildung 3.1 zeigt das logistische Wachstum mit den Paramete#),05 unds = 0,001
fur die Startwerte 10, 30, 50, 70 und 80. 50 ist sogleich die Schlusspopulation.

Das Erstaunliche ist nun, dass sich die Differenzengleichung ganz anders verhalt, als die ex-
plizite Formel vermuten lasst. Wahrend letztere fir infinitesimal kleine Zeitintervalle stetiges
Wachstum (oder stetigen Zerfall) voraussagt, lasst die Differenzengleichung mehr Verhaltens-
variationen zu. Das soll im folgenden Kapitel ndher untersucht werden.
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4 Die logistische Gleichung

Die logistische Gleichung ist wohl eine der meist untersuchten Gleichungen der gesamten
Mathematik. Sie kann als Spezialfall des logistischen Wachstums angesehen werden, und zwar
fur den Fallr = s und lautet

Tpp1 =7 Tp - (1 —x,).

Anschaulich sieht man an dieser Gleichung, dass die Population sowohl proportional zur ge-
genwartigen Population als auch zum verbleibenden Lebensraum ist.
Betrachtet man den rechten Teil der Gleichung als Funktioniyoeo hat diese offensicht-
lich Nullstellen beix,, = 0 undz,, = 1 sowie einen Extrempunkt b&i.5 | 0,25 r).
Wir werden diese Funktion benutzen, um @asheitsintervall [0; 1] auf sich selbst abzubil-
den. Aus diesem Grund mu8s< r < 4 gelten.
Nun sollen die Fixpunkte der Funktiof{z) = r - = - (1 — x) bestimmt werden.

r=r-x-(1—2x)
— z-(r-(1—-2)—1)=0
= z-(r—1—r-2)=0
1
— r=0 V o=1--

Furr # 0 erhalten wir also zwei Fixpunkte. Um herauszufinden, welcher Art diese Fixpunkte
sind, bilden wir die Ableitung der Funktion:

flx)y=r—2-r-x
r

f(0)

f’(l—%)—Q—r

Daraus erhélt man, dagss= 0 fur » < 1 anziehender Fixpunkt ist, fir > 1 ist er Repeller.
Dagegenist =1 — 1/r fir 1 < r < 3 Attraktor und furr < 1 undr > 3 instabil.

Fur diese Falle zeigt Abbilding.1 zur Verdeutlichung die entsprechenden Spinnwebdia-
gramme.

Wie erwartet konvergiert der erste Orbit gegemwogegen der zweite gegérb konvergiert.
Der dritte Orbit ist interessant: Beide Fixpunkte sind Repeller, aber der Orbit divergiert nicht
gegen unendlich. Vielmehr hat sich érer Zyklus gebildet. Die Entstehung solcher Zyklen
wird uns im Weiteren naher beschaftigen.

Wichtig ist, dass das Verhalten des Orbits unabhéangig vom Startwert, sondern nur abhangig
vonr ist!

15



r=0.9

cooo
NDOO -
cococo

NDOBE

Abbildung 4.1: Spinnwebdiagramme fur verschiedene

4.1 Periodenverdopplung

Wir haben gesehen, dass sich fur bestimmte Parameterzvertyklen bilden, d. h. der Orbit
konvergiert abwechselnd gegen zwei verschiedene Werte 2$imad =, zwei solche Zahlen,
so mussf(r;) = zo und f(z2) = x; gelten. Oder anders formulierf?(z;) = z; und
f?(x3) = 5. Die Zahlen mit Periode 2 sind also die Fixpunkte der zweiten Iterierten! Oder
allgemein:

xhat Orbit der Periode = f"(z) = x.

Zunéachst werden wir die Fixpunkte der zweiten Iterierten bestimmen. Dazu sei gesagt, dass
naturlich auch die Fixpunkte der Funktion Fixpunkte der zweiten lIterierten sind. Denn ist
f™(z) = z, soist auchf™"(x) = x. Man kann die Fixpunkte der Funktion auch als Punkte
der Periode eins ansehen. Uns sollen aber nur die Punkte der Periode zwei interessieren.

f(f@) =2 <= f(f(z))—2=0

Diese Gleichung ist 4. Grades, hat also vier Lésungen, die nur umstandlich zu bestimmen
sind. Dividiert man aber das Polynofiif (z)) — « durchz und(x — 1+ 1/r), was den beiden
Fixpunkten vonf entspricht, so erhélt man eine quadratische Gleichung mit den Lésungen

1 1 1 1 3

Diese Gleichung liefert fur unser Beispiel die Wetite = 0,513045 und x5, = 0,799455.
Zeichnet man in das Spinnwebdiagramm auch noch die 2. Iterierte, so erhalt man Abbil-
dung 4.2

Wie erwartet schneidet der Graph vf(yf (z)) die Winkelhalbierende an vier Punkten: Den
Fixpunkten vonf und den Punkten der Periode 2.

Wir haben also eine notwendige Bedingung fur periodische Orbits gefunden. Ob der Zyklus
stabil ist, ob die Fixpunkte also Attraktoren sind, ist eine andere Frage. Dazu(fitiés:)| <
1 sein.

FE@) = @) - (@) = fa) =4+ 2 7
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r=3. 2

0.8¢

0.4¢

Abbildung 4.2: Spinnwebdiagramm und 2. Iterierte.

Die Ungleichung4 + 2r — 2| < 1istwahr fir3 < » < 1 ++/6. Istr in diesem Intervall, so
fuhrt die Iteration zu einer-er Zyklus.

Im Vergleich zuml-er Zyklus hat sich alp = 3 die Periode verdoppelt. Man spricht da-
her vonPeriodenverdopplung. Die nachste Periodenverdopplung findet bei /6 statt. Die
Punkte, an denen eine Periodenvedopplung eintritt, nenntBifarkationspunkte. Weitere
Bifurkationspunkte sind

3,544090
3,564407
3,568759
3,569692
3,569891
3,569934

Diese Folge néhert sich einem Grenzwert, und zwa69946. Ab dort wird (bis auf noch
zu betrachtende Ausnahmen) das Verhalten des Cohgigtisch. Bei » = 4 werden sogar
alle reellen Zahlen im IntervalD; 1] von einem Orbit besucht. Die oben aufgelisteten Bi-
furkationspunkte lassen sich nur noch numerisch bestimmen, da der Grad der entstehenden
Gleichungen zu hoch flr eine analytische Behandlung ist.

Abbildung4.3und4.4 zeigt das Spinnwebdiagramm fur eingr Zyklus und schliel3lich
fur den Chaosfall.
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r=3.544095

0.4 0.5 0.6 0.7

Abbildung 4.3: Periode 8.

r=4

0.8

1IN

0.2 0.4 0.6

Abbildung 4.4: Chaos.
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4.2 Bifurkations-Diagramme

Das alles ist noch wenig spektakular. Betrachtet man jedoch den Quotienten der Abstande
sukzessiver Periodenverdopplungen, so erhalt man einen GrenZwéf202. Diese Zahl

ist nach ihrem Entdecker Mitchell Feigenbaui@genbaum-Konstante getauft worden. Sie

besitzt enorme mathematische Bedeutung, denn anders als der oben erwahnte Grenzwert der
Bifurkationspunkte ist diese Konstanteiversell. Das bedeutet, dass es eine ganze Klasse von
Funktionen gibt, deren Abstande sukzessiver Periodenverdopplungen gegen diesen Grenzwert
konvergiert!

Einen guten Uberblick tiber die Entwicklung des Chaos aus den Bifurkationen erhalt man
mit Hilfe der Bifurkations- oderFeigenbaum-Diagramme. Dabei plottet man die-Werte des
Orbits (ausgehend von einem beliebigen Startwert) itb&im ein ,einpendeln“ des Orbits
zu ermoglichen, wahlt man eine gewidderationszahl, ab der die Werte erst ausgegeben
werden. Das Bifurkationsdiagramm fir die logistische Gleichung ist zwischen 0 und 4 in
Abbildung4.5dargestellt.

In diesem Diagramm finden wir unsere oben algebraisch hergeleiteten Ergebnisse wieder.
Bisr = 1 konvergiert der Orbit gegen 0. Von 1 bis 31ist 1/r Attraktor. Dann findet die erste
Periodenverdopplung statt. Die zweite und dritte Periodenverdopplung ist noch zu erkennen,
dann folgt Chaos. Abbildung.6 zeigt die Bifurkationen vergrol3ert.

In diesem Diagramm wurde ein andefedr be-Verfahren angewendet, um die Strukturen
im chaotischen Bereich sichtbar zu machen. Es wurde nicht, wie in obigem Diagramm, je-
der Pixel gleich gefarbt, sondern die Pixelfarbe wurde bei jedem Treffer inkrementiert. Man
erkennt deutlictperiodische Fenster, in denen plotzlich wieder periodische Zyklen auftreten.
Ihre Periode betragt jedoch 3, 5, 6 usw. und zugehorige Bifurkationen. Nach dem wichtigen
Sarkowskii-Theorem zieht ein Zyklus der Periode 3 alle weiteren Perioden und damit Chaos
nach sich. Abbildung4.7 eines dieser periodischen Fenster.

4.3 Ausblicke

Die obigen Diagramme wurden alle nach dem gleichen Verfahren erstellt. Man nimmt far
jedes abzubildendeeinen Startwert (Zufallszahl als 1[) und iteriert sie z. B. 1000 mal. Ab
der 500sten Iteration wird der Orbit ausgegeben.

Interessante Diagramme erhalt man, wenn man/digeration weglasst, und jeden Punkt
des Orbits plottet. Hier zeigen sich deutliche Unterschiede: Wird als Startwert keine Zufalls-
zahl genommen, sondern flr jedeslie gleiche Zahl, so zeigen sich deutliche Muster im
Bifurkationsdiagramm.

So viel zur logistischen Gleichung. Wie gesagt ist die Feigenbaum-Konstante universell.
Abbildung4.10zeigt noch ein Bifurkationsdiagramm einer Funktion, bei der die Feigenbaum-
Konstante auftritt. Natirlich kann man von beliebigen Funktionen Bifurkationsdiagramme
erstellen. Unter Umstéanden tritt dann ebenfalls eine Konstante auf, die die Bedeutung der
Feigenbaum-Konstanten einnimmt. Den Diagrammen ist das nicht anzusehen! Hatte man da-
mals mit diesen Grafiken statt mit riesigen Zahlentabellen die logistische Gleichung unter-
sucht, so ware die Konstante wohl nicht entdeckt worden!
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Abbildung 4.5: Bifurkationsdiagramm van= 0 bisr = 4.

Abbildung 4.6: Bifurkationsdiagramm van= 3 bisr = 4.

20



Abbildung 4.7: Periodisches Fenster.

4.4 Aufgaben

1.

Erstelle Spinnwebdiagramme fiir Zyklen mit der Periode 2, 4 und 8 mit je verschiedenen
Startwerten!

Suche einen Zyklus der Periode 3 und erstelle ein Spinnwebdiagramm!

Ermittle die Gleichungen der ersten drei Iterierten und stelle sie gemeinsam mit der
Winkelhalbierenden und der Funktion dar. Was fallt auf?

Was geschieht mit dem Orbit vanfur r» > 4?
Finde weitere periodische Fenster und erstelle Bifurkationsdiagramme von ihnen!

Wie sind die Kurven im Bifurkationsdiagramm zu erklaren, die entstehen, wenn man die
Voriteration weglasst und einen konstanten Startwert wahlt? Ermittle explizite Funkti-
onsgleichungen fir die ersten 5 Kurven!

. Wieso muss der Startwert aj@s1] statt[0; 1] sein?
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Abbildung 4.9: Voriterationen bei festgehaltenem Startwert.

Abbildung 4.10: Bifurkationsdiagramm der Gleichung,; = r sin(7x,,).
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5 Julia-Mengen

Man kann das Iterieren von Funktionen auch fur komplexe Zahlen betreiben. Betrachtet wird
die Funktion
fo2) =2 +c

Das ist so zu verstehen, dass ausgehend vom Startvdert Orbit mit den Punkten? + c,
(22 4 ¢)? + c usw. gebildet wird. Die Iteration erfolgt also in deiEbeney ist ein Parameter
dieser Funktion. Dies ist ein wichtiger Unterschied zur Mandelbrot-Menge.
Es ist nun interessant zu fragen, fur welche komplexe Zadér Orbit mit dem Parame-
ter ¢ beschrankt ist, d. h. nicht gegen unendlich divergiert. Dieses Problem hat Gaston Julia
untersucht; die Mengen dieseheil3enJulia-Mengen. Mathematisch formuliert ist

KC:{ZGC ‘T}erolo|f§(z)]<oo}

Manchmal bezeichnet der Begriff Julia-Menge auch nur den Rand dieser Menge. Sie wird
dann mitJ, stattK. bezeichnet.

Trivial ist der Fallc = 0. Hier bildet der Einheitskreis die Mengg; die Punkte seines
Innern sindK,.

Beweis: . _

z=r-e¥ = fi(z) =r" e
Daraus sieht man, dags(z) fur » > 1 gegen unendlich divergiert, wogegen der Attraktor fur
r < 1 der Ursprung ist. Bet = 1 wandert der Orbit auf dem Einheitskreis umher. O

Der einzige weitere Fall, fir den die Julia-Menge kein Fraktal ist, ist dercFall-2. Hier
istK o =Jo=1[-2;2].

Man kann Julia-Mengen darstellen, indem man fir jedder komplexen Ebene testet, ob
der Orbit beschrankt bleibt. Ist das der Fall, so wird der Punkt schwarz eingefarbt, ansonsten
bleibt der Punkt weil3.

Doch hier ergibt sich ein Problem: Wie soll man wissen, ob der Orbit beschrankt bleibt?
Man kann ihn schlie3lich nur fiir eine endliche Anzahl von Iterationen untersuchen. Es ist
durchaus moglich, dass der Orbit 1000 Iterationen lang sehr nah am Ursprung verlauft, um
dann plétzlich gegen unendlich zu verschwinden, das kann man nicht ausschliel3en. Aber das
Gegenteil ist moglich: Es gibt eine Bedingung, die festlegt, wann ein Orbit auf jeden Fall
gegen unendlich divergiert.

Satz: Ist|z,| > 2 und|z,| > |c|, so divergiert der Orbit von gegen unendlich.
Beweis:|z, 1| > [z.]? — |c| > |20]* — |2al = |20] - (J2a] — D)| > |24 O
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Abbildung 5.1: Julia-Menge fir = —1.

Abbildung 5.2: Julia-Menge flr = —0,1 + 0,7i.

Aus Grinden, auf die wir noch zu sprechen kommernzjgt> |c| fast automatisch erfillt.
Wichtig ist also nutz,| > 2.

Jetzt kbnnen wir unser erstes Bild generieren. Dabei nehmen wir an, dass ein Punkt, dessen
Orbit nach 100 Iterationen den Kreis mit Radius 2 noch nicht verlassen hat, zur Julia-Menge
gehort. Naheres zu diesem Verfahren in KapteWir wahlenc = —1 und erhalten Abbil-
dung5.1

Die Julia-Menge ist offenbaausammenhangend. AulRerdem ist sie stardel bstahnlich. Die-
se Selbstahnlichkeit ist zwar nicht exakt, doch sie setzt sich bis in beliebig kleine Skalen fort,
und die charakteristische Form der Rander bleibt erhalten.

Mit ¢ = —0,1 + 0,7i bekommen wir Abbildund.2 Man erkennt didPunktsymmetrie der
Julia-Menge zum Ursprung. Wahlen wir stattdessen das hierzu konjugiert komapkxer-
halten wir das gleiche Bild, das nur an der reellen Achse gespiegelt ist. Der Grund hierfur wird
weiter unten erlautert.

Um uns ein Bild von der moglichen Formenvielfalt der Julia-Mengen zu machen, probieren
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Abbildung 5.3: Julia-Menge fir = —0,1 — 0,7i.

Abbildung 5.4: Julia-Menge flr = 0,360284 + 0,1i.

wir einfach weitere Parameterwerte aus. Wir beschranken uns dabei aus den oben gefundenen
Symmetrieprinzipien auf eiamit positivem Imaginarteil.

Um die Julia-Mengen aus Abbildurig5-5.7 sichtbar zu machen, wurde ein anderes Farbe-
Verfahren verwendet (siehe Kapitl

Diese beiden letzten Julia-Mengen sind nicht mehr zusammenhangend, was zumindest in
Abbildung 5.6 deutlich zu erkennen ist. Genauer gesagt sind diese MeDgator-Mengen,
bestehen also aus unendlich vielen, separaten Punkten, die absolut unzusammenhé&ngend sind.
Das heil3t, kein Punkt dieser Menge kann mit einem anderen Punkt der Menge durch eine
Kurve verbunden werden, deren Punkte samtlich Teil der Julia-Menge wéaren. In den oberen
Féllen ist das relativ problemlos maoglich.

Wir haben eine fundamentale Eigenschaft der Julia-Mengen gefunden.
Satz: Eine Julia-Menge ist entweder zusammenhéangend, oder sie ist eine Cantor-Menge. Eine
Julia-Menge ist genau dann zusammenhéangend, wiersher Mandelbrot-Menge liegt. Dieser
Zusammenhang heiundamentale Dichotomie.
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Abbildung 5.5: Julia-Menge fir = i.

Abbildung 5.6: Julia-Menge fir = 0,11301 + 0,67037i.

Abbildung 5.7: Julia-Menge fir = —0,1011 + 0,95631.
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Das bedeutet anschaulich: Eine Julia-Menge besteht entweder aus einem oder aus unendlich
vielen Teilen (und zwar dann aus separaten Punkten). Eine Julia-Menge, die aus zwei, drei
oder vier Teilen besteht, wird man nicht finden!

Hiermit lasst sich nun die oben gefundene Symmetrie zwischen der Julia-Mengeindn
der des dazu konjugiert komplexererklaren. Denn die Mandelbrot-Menge ist symmetrisch
zur reellen Achse. Ist alsoElement der Mandelbrot-Menge, so ist auch das konjugiert kom-
plexecin ihr.

Besonders interessant sind die Julia-Mengencdelie am Rand der Mandelbrot-Menge
liegen. Mehr dazu im folgenden Kapitel.

Auch Klar wird nun, wiesdz, | > 2 wichtiger ist als|z,| > |c|. Denn fur die interessanten
Falle, d.h. die zusammenhangenden (oder gerade nicht mehr zusammenhangenden) Julia-
Mengen, liegtc in der Mandelbrot-Menge (oder dicht daneben), welche im Kreis um den
Ursprung mit dem Radius 2 eingeschlossen ist. Die zweite Bedingung ist also automatisch
erfullt, wenn es die erste ist.
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6 Die Mandelbrot-Menge

Die Mandelbrot-Menge (nach Benoit Mandelbrot) ist die Menge allerfir die die Julia-
Mengen zusammenhangend sind. Ihre formale Definition ist

M:{CE(C‘lim |f§(z)|<oo;z0:0}.

Sie ist also die Menge def fir die die Iterationf.(z) mit dem Startwert, = 0 beschrankt
bleibt. Warum, wird weiter unten erlautert. Wichtig ist, dass Darstellungen der Mandelbrot-
Menge Bilder in derParameter-Ebene (c-Ebene) sind, wogegen Julia-Mengen in dgna-
mischen Ebene (z-Ebene) dargestellt werden, d. h. in der Ebene, in der die Iteration erfolgt.
Abbildung 6.1 zeigt ein Bild der Mandelbrot-Menge.

Wie schon erwahnt, ist sie symmetrisch zur reellen Achse. Aul3erdem ist sie selbstéhnlich,
wie wir an einem Beispiel noch sehen werden. Allerdings ist sie nicht exakt selbstahnlich,
die kleinen Kopien des Ganzen sind etwas verzerrt. Die Mandelbrot-Menge selbst ist wieder
zusammenhéangend. Die Hausdorff-Dimension des Randes der Mandelbrot-Menge sowie die
des Randes fast alfezusammenhangender Julia-Mengenrist

Abbildung 6.2 zeigt eine Gegenuberstellung der Mandelbrot-Menge mit dem Bifurkations-
diagramm vonr,,,; = 22 + ¢. Man sieht, wie die Mandelbrot-Menge an den Bifurkations-
punkten die Struktur verandert.

6.1 Die Struktur der Mandelbrot-Menge

Wir sind bis jetzt noch nicht auf die Definitionsgleichung der Mandelbrot-Menge eingegangen.
Kritisch ist besonders die Wahl der Startwertgqsiehe Kapitel8). Warum wurdez, = 0
gewahlt? Nungz, = 0 ist superstabiler Fixpunkt der Iterationsgleichufigz). Nach einem
wichtigen Theorem wird, falls es einen stabilen periodischen Zyklus gibt, der Orbit, der von
2o = 0 ausgeht, von ihm angezogen (man denke an die Spinnwebdiagramme!). Daraus folgt,
dass es fir jedashochstens einen stabilen periodischen Zyklus geben kann.

Zur Verdeutlichung: Wenn eine andere Zahl als Startwert gewahlt wird, so kanydais zu
einem stabilen Zyklus fahig ware, gegen unendlich divergieren und so falschlicherweise aus
der Mandelbrot-Menge ausgeschlossen werden. Daher wahltgnard), um ein Maximum
an zugehorigen zu erhalten.

Ein Verfahren, die Mandelbrot-Menge zu berechnen, besteht darin, die Iteration durchzu-
fuhren, bis eine bestimmte Iterationszahl erreicht wird oder der Betrag eamen gewissen
Wert r erreicht (siehe Kapited). Ublicherweise ist- = 2, wie bei den Julia-Mengen ausge-
fuhrt wird.

1Eine offensichtliche Ausnahme ist der Fal= 0 mit der Hausdorff-Dimensiofh.
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Abbildung 6.1: Die Mandelbrot-Menge.

Abbildung 6.2: Mandelbrotmenge und Bifurkationsdiagramm.
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Abbildung 6.3: Aquipotentialkurven der Mandelbrotmenge.

Die c-Werte, die alle nach der gleichen Anzahl von Schritten ausscheiden, bilden eine zu-
sammenhangend&guipotentialflache. Die Kurven, die diese Flachen trennen, heilepi-
potentialkurven L,,. Sie kann man folgendermal3en berechnen:

Fur allec, deren Orbits nach einer Iteration den Abstan@m Ursprung haben, gilt:

Ly el =

Die erste Aquipotentialkurve ist also ein Kreis um den Ursprung vom Radfuse man an
der Koordinatendarstellung? + y?> = r* ablieR3t). Die nachste Kurve ist die Menge aller
deren Orbit nach zwei Iterationen den Abstaretreicht:

Ly:|c* +c|=m
Hierbei handelt es sich um eine Ellipse. Die nachsten Kurven sind:

Ls :|(02—|—c)2+c]:r
Ly |((+ce)+e)+c=r
Ls :|((+e)+c) +c) +c|=r

All dies sind implizit gegebene Kurven, fur die die Bestimmung der Koordinatenform jedoch
zunehmend kompliziert und umfangreich wird. Das ist auch verstandlich, wenn man die vielen
»Zacken® der Kurven betrachtet, die mehr und mehr ausgepragt werden. AbbidBingigt
ein Bild der Aquipotentialkurven.
Im Fall n gegen unendlich ist,, der Rand der Mandelbrot-Menge.

Bis jetzt haben wir das AuRRere der Mandelbrot-Menge betrachtet, nun werden wir in ihr In-
neres sehen. Dazu suchen wir die Menge allarelche bei der Iteration gegen einen Fixpunkt
konvergieren. Dann muss gelten:

22 +c=zund|22] < 1
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bzw. fur die Grenzkurvéz| = 1
= 2z =¢ll = 2 = 0,5
Eingesetzt in die Fixpunktgleichung ergibt sich
c = 0,5 — 0,25e*",

wobei der Parameter von 0 bis2z lauft. Dies ist die Gleichung deferzkurve, die den
~-Rumpf* der Mandelbrot-Menge bildet. Sie schneidet die reelle Achse an den Punkten
—0,75 und ¢ = 0,25. Die gesamte Mandelbrot-Menge reicht tbrigens voaA —2 bisc =
0,25, d. h. wir haben ihren rechten Rand schon gefunden.

Als nachstes bestimmen wir diedie einen 2er-Zyklus bilden. Die Fixpunktgleichung ist

(Z2+e)f+e=z2=2"+2c— 2+ +c=0.

Naturlich kommen auch hier wieder die Fixpunkte als Losungen vor; nach Division durch
2% — 2z + c ergibt sich

—1++v—-3—4c
5 :
Setzt man in der Ableitunitz® + 4z¢| = 1 die Fixpunkte ein, so erhalt man

4(1+c)|=1=|1+c|=0,25 = c=0,25" — 1.

Dies ist ein Kreis um: = —1 mit dem Radiu9),25. Abbildung6.4 zeigt die bisher erhaltenen
Ergebnisse.

Jede weitere naturliche Zahl kommt ebenfalls als Periode vor, und zwar in der jeweils
nachstgrofiReren ,Beule” der Mandelbrot-Menge. Am Rand der Mandelbrot-Menge schliel3-
lich sind die Orbits chaotisch.

Daraus erhalten wir ein wichtiges Ergebnis: Die Punkte einer ,Beule® haben alle dieselbe
Periode. Aber nicht nur das, man kann die Periode der ,Beule* geradezu ansehen. Sie ist
namlich gleich der ,Strahlen®, die von ihr ausgehen, und zwar den ,Hauptstrahl* mitgezahilt.
Abbildung 6.5 zeigt eine ,Beule” der Periode 7.

AulRerdem erhalt man die Periode einer ,Beule”, indem man die Julia-Menge eines Punkts
im Innern der ,Beule” berechnet und die Anzahl der ,Arme* zahlt. Abbild@éngstellt die
zur obigen ,Beule” zugehorige Julia-Menge dar.

224 z4e+1=0=2=

6.2 Eine fraktale Reise

Wie schon erwéhnt ist die Mandelbrot-Menge selbstahnlich. Das soll an einer beispielhaften
Reise verdeutlicht werden. Zum besseren Nachvollziehen ist auch jeweils die Koordinate der
oberen linken und rechten unteren Bildschirmecke gegeben.

Wir haben wirklich eine Mini-Mandelbrot-Menge gefunden! Tatsachlich ist der Rand der
Mandelbrot-Menge voll davon.

Am Ende befinden sich noch ein paar weitere Ausschnitte aus der Mandelbrot-Menge, die
den angedeuteten Formenreichtum verdeutlichen sollen. Bei der Erstellung der Bilder wurde
auf Effekte, wie sie in KapiteB erklart werden, verzichtet.
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Abbildung 6.4: Rumpf und Kopf der Mandelbrot-Menge.

Abbildung 6.5: Ausschnitt aus der Mandelbrot-Menge.
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Abbildung 6.6: Entsprechende Julia-Menge.

Abbildung 6.7: (-2,237251;1,324524) (1,110561;-1,186334).
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Abbildung 6.8: (-0,9875:-0,025) (-0,5875;-0,325).

Abbildung 6.9: (-0,9:-0,11625) (-0,67:-0,28875).
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Abbildung 6.10: (-0,841374;-0,226834) (-0,825733;-0,238565).

Abbildung 6.11: (-0,835655;-0,229743) (-0,832331;-0,232236).
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Abbildung 6.12: Mini-Mandelbrot-Menge.

Abbildung 6.13: ,Beule” am Rand der Mandelbrot-Menge.
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Mandelbrot-Menge in der Nahe einer ,Beule”.

Abbildung 6.14: Mini

Abbildung 6.15: Der obere Rand des ,Rumpfes*.
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Abbildung 6.16: Filamente.

Abbildung 6.17: Mini-Mandelbrot-Menge.
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6.3 7 und die Mandelbrot-Menge

Eines der faszinierendsten Dinge an der Mandelbrot-Menge ist, dass man alles in ihr finden
kann, wenn man nur lange genug sucht. So ist es hdchst erstaunlich, in welcher Art die Kreis-
zahlr sich in ihr wiederfindet.

Der oben berechnete Beruhrungspunkt zwischen ,Kopf* und ,Rumpf‘ der Mandelbrot-
Menge liegt beic = —0,75. An dieser Stelle ist die Mandelbrot-Menge unendlich dinn, nur
der Punkt = —0,75 gehort dazu, alle anderen Punkte der Form —0,75-+i10~* divergieren
gegen unendlich. Man kann nun bestimmen, nach wie vielen Iteratiodas der Fall ist. Man
erhalt folgende Tabelle:

n
3

33

315

3143
31417
314160
3141593
31415928

N O Ol W N~ O

Was sofort auffallt: Fur gentigend grofeist 107* - n = «!
Eine weitere interessante Stelle ist der rechte Rand der Mandelbrot-Menge=hej25.
Bestimmt man wieder eine Tabelle féir= 0,25 + 107%, so erhalt man:

k |n

2
8
30
97
312
991
3140
9933
31414
99344
0 | 314157

= © 00 O UL~ Wi+~ O

Diesmal istV'10=% - n = 7!

Plausibilitatsbetrachtung:

Bei der Iteration vore,,,; = 22 + 0,25 + £ mit z, = 0 erh6ht sich der Wert von langsam

bis 0,5 und verschwindet dann schnell nach unendlich. Kritisch ist also det Fald,5. Setzt

manz = t + 0,5, so erhalt man,, ., = t2 + ¢, + . Zumindest bet = 0 erhéhen sich die
Werte nur langsam, daher kanm&herungsweise als eine stetige Funktion xangesehen
werden. Die Differenz,,,, — t,, entspricht dann der ersten Ableituri¢gn). Man erhélt die
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Differentialgleichungt’(n) = t(n)* + ¢ mit der Losungt = /e - tan(y/z - n + C'), wobei

C' die Integrationskonstante ist. Die Anfangs- und Endpunkte der Iteration entsprechen zwei
sukzessiven Polen der Tangensfunktion. Daher gilt- n = 7, was unserer Beobachtung
entspricht.

6.4 Verallgemeinerungen

Die Mandelbrot-Menge kann sehr leicht verallgemeinert werden, indem man die Funktions-
gleichungf.(z) = 2" + ¢ betrachtet. Dann féllt auf, dass sich die Anzahl der ,Bauche* der
Mandelbrot-Menge erhoht, und zwar ist sie gleich- 1. Die Abbildungen6.18 und 6.19
zeigen die Mandelbrot-Mengen fiir= 3 undn = 4.
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Abbildung 6.18: Mandelbrot-Menge 2}, = 2> + c.

Abbildung 6.19: Mandelbrot-Menge 2}, = 2 + c.
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7 Quaternionen

Die Notwendigkeit zur Erweiterung der Zahlenbereiche ist mit der Einfuhrung komplexer
Zahlen abgeschlossen, denn jede algebraische Gleichung mit komplexen Koeffizienten ist in
ihnen losbar. Dennoch existieren weitere Zahlenbereichserweiterungen, wie hyperkomplexe
Zahlen, Oktaven un@Quaternionen. Letztere werden wir uns hier genauer ansehen und daraus
eine Verallgemeinerung der Mandelbrot-Menge entwickeln.

So wie komplexe Zahlen aus Real- und Imaginarteil bestehen, bestehen auch Quaternionen
aus mehreren Teilen. Allerdings sind es hier drei (verschiedene) Imaginéarteile. Die entspre-
chenden imaginéren Einheiten heildefpekannt von den komplexen Zahlep)und k. Im
Einzelnen sind ihre Beziehungen untereinander wie folgt (siehe den Aftlkeentheorik

ij =k, ik = —j
ji=—kjk=i
ki =j,kj=—i
ii=jj=kk=—1
ijk = —1

Wir sehen: Sowohi als auchj undk sind Losungen der Gleichung = —1. Allerdings ist in
Quaternionen die Multiplikation nicht mehr kommutativ, dépe- k, wogegenji = —k!
Ein Quaternion ist also eine Linearkombination der Einheitsvektoren, als Formel

q=x+yi+ zj + wk.
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Damit folgt fur die Multiplikation zweier Quaternionen

q1 - @2 =(1 + i+ 21 +wik) - (22 + Yol + 22] + wok)

Daraus folgt sofort

=122 + T1Yol + T122) + Trwok
+ y1iws + y1iyel + yiizo) + yriwgk
+ 21w + 21jyol + 21j22) + z1jwak
+ wikxy + wikysi + wikzoj + wikwsok
=122 + T1Yol + T120] + x1wok
+ Y1721 — Y12 + Y122k — yrwoj
+ 2179) — 212k — 2129 + 2w0i
+ wiok + wyysj — wi 201 — wyiwe
=(122 — Y112 — 2122 — W1W2)
+i(21y2 + Y172 + 21w — W1 22)
+j(z122 — Y1we + 2122 + wrYp)
+k(z1w2 + Y120 — 212 + W1T2).

¢ =2 —y* - 22— w +i(2xy) +j(222) + k(2zw).

Nun wissen wir genug, um eine Mandelbrot- oder Julia-Menge in Quaternionen berechnen
zu konnen. Doch es ergibt sich ein Problem: Die resultierende Menge ist vierdimensional, wie
soll man sie darstellen? Dazu gibt es prinzipiell zwei Mdglichkeiten: Man kann zwei Parame-
ter festhalten und die restlichen zwei Komponenten des Quaternions ahnlich der komplexen
Zahlenebene zweidimensional darstellen. Tatséachlich erhalt man dann furfestes= 0

die uns bekannte Mandelbrot-Menge.

Ganz andere Bilder kann man erzeugen, wenn man nur einen Parameter festhalt und einen
dreidimensionalen Schnitt durch die Menge macht. Dann erhalt man z. B. Abbilddrgler

7.2(w = 0).
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Abbildung 7.1: Quaternionen-Julia-Menge von (-0,456426,0,510553,0,1224,-0,0924).

Abbildung 7.2: Quaternionen-Julia-Menge von (0,5857,0,4385,0,0).
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8 Eine kurze Geschichte der Farbe |

Die verschiedenen Methoden zur Farbgebung von Fraktalen zu behandeln ist eine sehr um-
fangreiche Aufgabe. Daher wurde sie in zwei Halften geteilt: Diese beschatftigt sich aus-
schlie3lich mit den Mandelbrot- und Julia-Mengen, die anderen Fraktale werden in Kapitel
15besprochen.

Dieses Kapitel fuhrt nicht nur die Standard-Methoden vor, sondern auch weitergehende
Effekte und Besonderheiten des Escape-Time-Algorithmus:

1. Initialisierez. (Je nachdem, ob es sich um eine Mandelbrot- oder Julia-Menge handelt,
verschieden: Fur die Farbgebung spielt das keine Rolle — hier missen die Fraktaltypen
nicht unterschieden werden!)

2. lterieref(z), bis ein bestimmter Betrag Uberschritten ist (Fall a), oder eine vorgegebene
Iterationszahl erreicht wird (Fall b).

3. Je nachdem, ob der Punkt zur Menge gehdrt (Fall b) oder nicht (Fall a), wird der Pixel
entsprechend gefarbt.

4. Verfahre so mit allen zu berechnenden Punkten.

Der Escape-Time-Algorithmus ist nicht die einzige Mdglichkeit, Mandelbrot- und Julia-
Mengen zu berechnen, wohl aber die intuitivste. Eine weitere Moglichkeit wird in Kapiel
vorgefuhrt. Dieses Kapitel handelt einzig und allein vom Escape-Time-Algorithmus.

Um die Verfahren besser vergleichen zu kénnen, wird ausschlief3lich die Mandelbrot-Menge
betrachtet. Die wahre Kunst der fraktalen Bilder besteht jedoch darin, Funktionsgleichung,
Ausschnitt, Farbeverfahren und die Farben selbst optimal zu kombinieren.

Bevor wir intensiv auf Schritt 3 des Algorithmus eingehen, machen wir eine Vorbetrachtung
von Schritt 2. Wie der Abbruchswert zu wahlen ist, wird im Kapitel Gber Julia-Mengen behan-
delt. Wie oft man die Gleichung iterieren muss, hangt aber ganz entscheidend von der Skala
ab, auf der man sich befindet: Je héher die Vergréf3erung, desto 6fter muss man die Gleichung
iterieren, um das ,wahre Bild" zu erhalten. Abbildu@d. zeigt ein konkretes Beispiel mit der
Mandelbrot-Menge (Zentrum des Bildes0,746137 + 0,092681i, VergréR3erung etwa 537).

Man sieht: Je groR3er die Iterationszahl, desto mehr Details werden sichtbar. Ganze Bereiche,
die scheinbar zur Mandelbrot-Menge gehdort haben, liegen nun ,weit" im aul3eren Gebiet! Das
sind genau die Punkte, die in der Nahe des Randes der Menge liegen, wo die Iteration chaotisch
verlauft.

Wir gehen nun davon aus, dass die Menge selbst richtig berechnet wurde. Doch wie soll ich
den Pixel farben? Allein mit der Information, ob der Punkt dazugehdrt oder nicht, kann man
nicht viel anfangen. Farbt man den zugehdorigen Pixel schwarz, den nicht zugehérigen weil3,
ergibt sich das bekannte Bild (Abbildugl).
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Abbildung 8.1: Iterationen: 100, 250, 500, 1000.

Abbildung 8.2: Farben nach der Iterationszahl.

Wie langweilig! Will man dem Ganzen etwas Farbe verleihen, muss man mehr Informatio-
nen uUber den Punkt einholen.
8.1 Die Iterationszahl

Das Standardverfahren besteht darin, einen Pixel, der nicht zur Menge gehort, danach zu far-
ben, wie viele lterationen er in der Iterationsschleife verbracht hat. Dazu bietet sidBaeine
lette an'. Es ist klar: Je hoher die Iterationszahl, desto mehr Farben kann die Palette enthalten.

8.2 Dekomposition

Bei der Dekomposition wird die komplexe Zahlenebene in gleichgrol3e Sektoren unterteilt. Je
nachdem, in welchem Sektemach der Iteration liegt, wird der Punkt entsprechend gefarbt.

YIm Ubrigen verwenden alle hier erwéahnten Verfahren eine Farbpalette.
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Abbildung 8.4: Biomorph.

Die Abbildung zeigt binare Dekomposition, Dekomposition mit 4 Quadranten und 8 Sektoren.

8.3 Biomorph

Hier wird die Iteration abgebrochen, sobald der Betrag der komplexen Zahl gréRRer ist als der
Abbruchswert. Ist jedoch trotzdem der Betrag des Real- oder Imaginarteils der Zahl kleiner als
der Abbruchswert, so wird nicht anhand der Iterationen gefarbt, sondern der Pixel bekommt
die Biomorph-Farbe zugewiesen. Dieses Verfahren stammt von Pickover und erhielt diesen
Namen, da viele Fraktale so gefarbt aussehen wie einzellige Lebewesen. Im Beispiel ist die
Biomorph-Farbe gelb.

8.4 Diverse Verfahren (auf3ere Punkte)

Bei der Entwicklung von Farbeverfahren sind der Phantasie praktisch keine Grenzen gesetzt.
Hier ist eine kleine Zusammenstellung sehr einfacher Verfahren abgebildet.
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Abbildung 8.5: Diverse Verfahren.

Es ist von links nach rechts und von oben nach untemationen + Re(z), Iterationen +
Im(2), Iterationen + Re(z) + Im(z), Iterationen - Re(z)/Im(z), Re(z)? + Im(z)?, |z|. Die
Werte wurden entsprechend skaliert, um die Palette mdglichst optimal abzudecken. Eine wei-
tere Moglichkeit ist etwarg(z).

8.5 Diverse Verfahren (innere Punkte)

Prinzipiell kann jedes der oben erwahnten Verfahren auch auf das Innere der Mandelbrot-
Menge angewendet werden. Dabei ist jedoch zu beachten, dass nun die Iterationen:fir alle
gleich sind. Diese Formeln machen also keinen Sinn mehr. Dafiir kommen neue Mdglichkeiten
hinzu: Beispielsweise kann man den Punkt danach farben, welche Periode sein Orbit hat. Der
Phantasie sind auch hier keine Grenzen gesetzt.

8.6 3D-Darstellung

Man kann Uber den Escape-Time-Algorithmus auf einfache Weise aus den ebenen Bildern
der Mandelbrot- und Julia-Mengen dreidimensionale Gebilde werden lassen, indem man die
Anzahl der durchgefuhrten Iterationen als Hohe interpretiert. Das Ergebnis ist ein Gebirge,
dessen oberes Plateau von der jeweiligen Menge gebildet wird.

Dieses Verfahren ist nicht zu vergleichen mit den 3D-Bildern, die man mit Hilfe von Quater-
nionen erzeugt: Dabei handelt es sich um 3-dimensionale Schnitte durch den 4-dimensionalen
Raum, wobei hier die 2-dimensionale Ebene in den 3-dimensionalen Raum ,projeziert” wird.
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Abbildung 8.6: Gefarbt naclrg(z).

Abbildung 8.7: 3D-Darstellung der Mandelbrot-Menge.
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Abbildung 8.8: Dekomposition mit Lake-Transformation.

8.7 Die Lake-Transformation

Die Lake-Transformation ist eine Verzerrung des eigentlichen fraktalen Bildes, die schon wah-
rend der Berechnung des Bildes vonstatten geht. Bis zu einer gewissen Hohe (der ,Wassertie-
fe*) wird jeder Punkt vor der Iteration sinusformig transformiert, so dass der Eindruck entsteht,
dass das Bild aus einem See herausragt. In der Abbildung ist eine eindrucksvolle Kombination
von Dekomposition und Lake-Transformation zu sehen.

8.8 Filter

Auch nach vollendeter Bildberechnung lassen sich noch einige interessante Effekte anbringen.
Zum Sichtbarmachen der Aquipotentiallinien muss man z. B. nichts weiter tun, als das AuRere

der Mandelbrot-Menge nach den Iterationen zu farben und dann einen Edge-Detection-Filter
wie

-1 -1 -1
-1 8 -1
-1 -1 -1

auf das Bild anzuwenden.
AulRerdem sollte man die Bilder immer grof3er generieren, als man sie spater verwenden
will, um durch spateres Resampling Antialiasing-Effekte zu erzielen.
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Abbildung 8.9: Aquipotentiallinien der Mandelbrot-Menge.
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O Das Curlicue-Fraktal

Sei s eine irrationale Zahl und, = ¢, = 0. Zu Beginn der lteration zeichnet man eine
Strecke der Lange 1 mit Winkel, zur horizontalen Achse. Dann startet die Iteration mit den
Gleichungen

0,1 =0, +2rs mod2r
On1 = n+0, mod2m,

wobei nach jedem Schritt wieder eine Strecke der L&nge 1 und einem Wipkelr Horizon-
talen gezeichnet wird.

Es zeigt sich, dass durch diese einfachen Gleichungen vielfaltige Formen entstehen, die
natdrlich von der gewahlten Zaklabhangen. Die Abbildungeh 1 bis 9.3 zeigen die Frak-
tale fur den Goldenen Schnitt, die Euler-Mascheroni-Konstanterumath den ersten 10000
Iterationen.

Elegant lasst sich diese Grafik als Punktfolge in der komplexen Zahlenebene erzeugen.
Dann lautet die Iterationsgleichung fiir den nachsten Punkt namlich einfach

Zn4l = Zn + e\ mit zo = 0.

Abbildung 9.1: Der Goldene Schnitt.
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Abbildung 9.2: Die Euler-Mascheroni-Konstante.

Abbildung 9.3:7.
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10 Das Newton-Fraktal

10.1 Reelle Funktionen

Das Newton-Verfahren gehort wohl zu den Standard-AlgorithmeNalistel | enbestimmung
von Funktionen. Mit ihm kénnen Uber die Iterationsgleichung

n

die Nullstellen von Funktionen, die sich analytisch nicht betimmen lassen, angenahert werden.
Zum Beispiel findet man fir die Funktion

flz)=a"—2*+0,1

die Nullstellen
—0,941965

—0,335711
0,335711
0,941965

So weit, so gut. Doch wo kommt das Chaos ins Spiel?

Interessant wird die Sache, wenn man betrachtet, zu welcher Nullstelle der Staptaert
Iteration fuihrt. Diese kann namlich, betrachtet managjels Orbit, alsAttraktor angesehen
werden. Die Frage ist also, gegen welchen Attraktor konvergiert der Orbityn

In Abbildung10.1ist die Funktion eingezeichnet. AuRBerdem sind aus dem Intgrvali ]
alle Punkte daraufhin untersucht worden, welche Nullstelle ihr Attraktor ist. Konvergiert der
Orbit gegen die erste Nullstelle, so ist der Punkt durch eine rote Linie markiert. Der zweiten
Nullstelle entspricht eine griine Linie, der dritten eine blaue und der vierten eine gelbe.

Das Ergebnis ist verbluffend: Es gibt namlich Bereiche (in der N&he der Extremstellen),
in denen offenbar alle vier Nullstellen als Attraktoren vorkommen! Andert manur um
einen winzig kleinen Betrag, so konvergiert der Orbit gegen eine andere Nullstelle. Wir haben
eine wichtige Eigenschaft dynamischer Systeme entdé&eksitive Abhangigkeit von den
Anfangsbedingungen.
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f(x)=x*-x%+0. 1

Abbildung 10.1: Beispiel zum reellen Newton-Verfahren.

10.2 Komplexe Funktionen

Das Newton-Verfahren lasst sich auf komplexe Funktionen tbertragen. Wie untersuchen die

Kreisteilungsgle chung
2" =1.

Nach demSatz von Moivre hat diese Gleichung Lésungen, namlich die-ten Einheitswur-

zeln
Cos (2%5) + 1sin (ZWE)
n n

mit k£ von 0 bisn — 1. Diese Einheitswurzeln sind sogleich Nullstellen der Funkti¢én) =
2z — 1.

Man kann nun, ausgehend von einer beliebigen komplexen Zahl, das Newton-Verfahren
starten und sehen, welche der Einheitswurzeln Attraktor ist. Die RéHe 0, 1,2 sind un-
interessant. Aber ab = 3 setzt sich unser oben betrachtetes Verhalten ins Komplexe fort.
Farbt man jeden Punkt der komplexen Zahlenebene gemalR seines Attraktors, so ergibt sich
Abbildung 10.2

Die Rander der Attraktorbereiche sind besonders auffallig. Dort ist jede Nullstelle als At-
traktor vertreten, und zwar unendlich tief verastelt! Abbildug3zeigt einen Ausschnitt.

Diese Fraktale werden d\Newton-Fraktale bezeichnet. Der Fall = 7 istin Abbildung10.4
zu sehen.

Ebenso, wie die Einheitswurzeln auf dem Einheitskreis dichter liegen, wird auch das Rand-
verhalten immer komplizierter. Doch immer sind alle Nullstellen als Attraktor gegenwartig.
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Abbildung 10.2: Newton-Fraktal fiir = 3.

Abbildung 10.3: Newton-Fraktal fitt = 3 (Ausschnitt).

56



Abbildung 10.4: Newton-Fraktal fir = 7.

Abbildung 10.5: Newton-Fraktal fitx = 7 (Ausschnitt).
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Abbildung 10.6: Newton-Fraktal fuf(z) = 2° — 22 +0,1.

Naturlich kénnen beliebige Funktionen untersucht werden. Das Newton-Fraktal fur die
Funktion f(z) = 2° — 2% + 0,1 zeigt Abbildung10.6

Man sieht, dass die RegelmaRigkeit, die durch das Auftreten der Einheitswurzeln als Null-
stellen hervorgerufen wurde, verloren geht. Die grundsatzliche Eigenschaft der Randstellen,
samtliche Attraktoren unendlich verschachtelt zu beinhalten, bleibt jedoch erhalten.
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11 Iterierte Funktionssysteme

Als Michael Barnsley seinéterierten Funktionssysteme oder kurzIFS vorstellte, sorgte er
weltweit fur Aufsehen. Niemals zuvor konnten komplexe Strukturen in so wenig Daten ko-
diert werden. In diesem Kapitel werden zweidimensionale IFS betrachtet, die nur aus linearen
affinen Abbildungen bestehen. Es wird sich zeigen, dass damit eine Vielzahl der uns bekann-
ten fraktalen Kurven und vieles mehr dargestellt werden kann. Als ersten Zugang betrachten
wir als einfaches Beispiel d&er pinski-Dreieck (Abbildung 11.1).

Inihm sind drei verkleinerte Kopien seiner selbst enthalten. Man kann das grof3e Sierpinski-
Dreieck auf die kleineren Kopien mittels drefiner Abbildungen abbilden, und zwar (die
Ecken seierf0|0), (1]0), (0[1)):

1. Das Dreieck unten links entsteht durch zentrische Streckung mit dem Streckfaktor

U)l(l'7 y) - <075I7 075y>T

2. Das Dreieck unten rechts entsteht durch dieselbe Streckung mit anschliel3ender Paral-
lelverschiebung in Richtung derAchse um0.5:

wo(z,y) = (0,52 +0,5,0,5y)"

3. Das obere Dreieck ensteht ebenfalls aus dieser Streckung mit Parallelverschiebung nach
oben:

wy (e, y) = (0,52, 0,5y +0,5)"
Das Sierpinski-Dreiecl§ ist somit
W(S) = w1 (S) Uwy(S) Uws(S).

W wird Hutchinson-Operator genannt. In den Kopien sind wiederum Kopien des Sierpinski-
Dreiecks enthalten. Diese erhalt man durch iterative Anwendung der affinen Abbildungen,
alsow,, (We, (We, (... (S)...))), mita; € {1,2,3}.

Mittels des Hutchinson-Operators lasst sich das Sierpinski-Dreieck folgendermaf3en defi-
nieren:

e S bleibt bei Anwendung des Hutchinson-Operators invariant, d/fS) = S.

e S kann als Losung der Gleichuidy (X') = X interpretiert werden.
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Abbildung 11.1: Das Sierpinski-Dreieck.
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Abbildung 11.2: Die ersten vier Iterationen des Sierpinski-IFS.
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Mit welchem Bild die Iteration beginnt ist dabei egal. Die Iteration vdnliefert unab-
hangig vom Startbilds. Allgemein hat jedes IFS einen Attraktor (vorausgesetzt alle affinen
Abbildungen sind Kontraktionen, s.u.), und dieser ist unabhé&ngig vom Ausgangspunkt der
Iteration.

Abbildung 11.2 zeigt die ersten vier Iterationen des Sierpinski-IFS, die auf das Quadrat
((0,0), (1,0), (1,1), (0,1)) angewendet wurden.

Das Sierpinski-Dreieck ist also déttraktor unter der Iteration dieser Abbildungen. Doch
wieso konvergiert jedes beliebige Ausgangsbild gegen diesen Attraktor? Um das zu verstehen
definieren wir eindistanzfunktion:

P = ($1|y1),P2 = (372|?/2)

d(Py, Py) = /(21 — 22)% + (y1 — )2

was nichts anderes ist als d&atz des Pythagoras. Weiter definieren wir:
Eine affine Abbildung heifl¥ontraktion, wenn es eine Zahi mit 0 < s < 1 gibt, so dass fur
zwei beliebige Punkté;, P, die Distanz von

d(W(P1), UJ(PQ)) S Sd(Pl, Pg)

ist. s heil3t Kontraktionsfaktor.

Unsere Sierpinski-Abbildungen sind klarerweise Kontraktionen, schliel3lich wurden sie so
konstruiert. Kontraktionen haben eine extrem wichtige Eigenschaft unter Iteration, die man
wie folgt einsieht:

d(wQ(Pl),w2(P2)) S Sd(w(P1>,U}(P2)) S 82d(P1, PQ)

d(w3(P1), w3(P2)) S sd(w2(P1),w2(P2)) S 83d<P1, PQ)

d(wn(P1)7’lUn(P2) S Snd(Pl, PQ)

Wenn nunn — oo geht, so geht” — 0, also ist

P, = nhrrolo w"(P)
unabhangig von der Wahl vaR! Dartberhinaus isP,, der einzige Fixpunkt vom. Ein IFS,
dessen affine Abbildungen samtlich Kontraktionen sind, heil3t hyperbolisch.

Fassen wir zusammen: Durch kombinierte Iteration der affinen Abbildungen des Sierpinski-
IFS kann jede beliebige Kopie des Sierpinski-Dreiecks erzeugt werden. Die Vereinigung all
dieser Kopien ist wieder das Sierpinski-Dreieck. Der Grenzpunkt bei unendlicher Iteration
einer dieser Abbildungen ist vom Startwert unabhangig.

Natirlich kann manu(.S) praktisch nicht berechnen, schlie3lich §seine Menge aus un-
endlich vielen Punktenw(P) dagegen lasst sich sehr leicht berechnen. Die Frage ist nun,
wie kann man das Sierpinski-Dreieck erzeugen, indem man die affinen Abbildungen nur auf
Punkte anwendet?
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Abbildung 11.3: Die affinen Abblidungen des IFS-Farns.

Die Antwort liefert dasChaos-Spiel:

Mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators wéhlt man einen PunkiEerner wird aus den drei
Abbildungen eine Abbildung ausgewahlt (im Fall des Sierpinski-Dreiecks sind alle Abbildun-
gen gleich wahrscheinlich). Diese wird abifangewendet. Dann wird wieder eine Abbildung
ausgewabhlt, und wieder auf,(P) angewendet. Fuhrt man dieses unendlich fort, so entsteht
das Sierpinski-Dreieck.

Der Gedanke dabei ist folgender: Aufgrund der Sensitivitat dieser Abbildungen ,vergisst*
die Iteration mit der Zeit die vorangegangenen ausgefuhrten Iterationen. Wenn nun die die Er-
gebnisse des Zufallszahlengenerators unabhangig voneinander sind (das ist eine sehr wichtige
Eigenschaft), wird jede mdgliche Reihenfolge von Iterationen im Laufe der Zeit ausgefuhrt.
Das Chaos-Spiel deckt also alle Abbildungen des iterierten Hutchinson-Operators ab.

Was die IFS beriihmt gemacht hat, war nicht das Sierpinski-Dreieck, sondern ein Farn, der
aus folgenden affinen Abbildungen besteht:

Der Stengel ensteht durch die Abbildung

wi(z,y) = (0,0,169)"  (p1 = 0,03)
Linkes Blatt:
wy(x,y) = (0,197 — 0,226y,0,226z + 0,197y + 1,6)"  (po = 0,13)
Rechtes Blatt:
ws(x,y) = (—0,152 + 0,283y, 0,262 + 0,237y + 0,44)"  (p3 = 0,11)
Oberes Blatt:

wi(z,y) = (0,849z + 0,037y, —0,037z + 0,849y + 1,6)7  (ps = 0,73)

62



Abbildung 11.4: Der IFS-Farn.

Verwendet man die Matrizen-Darstellung der Abbildungen in der Form

2\  (a b AT

y) \c d) \y f)’
so lassen sich samtliche Daten zur Erzeugung des Farns einschlie3lich der Wahrscheinlichkei-
ten in einer Matrix der Form

a b c d e f P

0 0 0 0,16 0 0 0,03
0,197 —-0,226 0,226 0,197 0 16 0,13
0
0

—0,15 0283 026 0,237 0,44 0,11
0,849 0,037  —0,037 0,849 1,6 0,73

darstellen. Das resultierende Fraktal ist in Abbilddrdgd dargestellt.
Naturlich konnen nur selbstéhnliche Gebilde mit Hilfe von IFS erzeugt werden. Die Abbil-
dungenll1.5bis11.7zeigen einige weitere bemerkenswerte IFS-Fraktale.
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Abbildung 11.5: Ein IFS-Blatt.

Abbildung 11.6: Ein IFS-Baum.
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Abbildung 11.7: Noch ein IFS-Baum.
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12 Fraktale Kurven

Wie lang ist die Kiuste Grof3britanniens? Bevor Benoit Mandelbrot sich diese Frage stellte,
schien die Antwort klar. Das heif3t, so klar nun auch wieder nicht, schlieZlich findet man in
jedem Nachschlagewerk einen (nicht nur geringfiigig) anderen Wert. Der Grund daftr ist ein-
fach: Beim Abstechen der Kiste mit dem Zirkel wurden Karten mit verschiedenem Mal3stab
verwendet. Je mehr Details eine Karte zeigt, desto langer wird die Kiste. Wahlt man den
Malfl3stab immer kleiner, so ist sie im Grenzfall auf Molekil- und Atomebene unendlich lang!
Es ist ein Kuriosum, dass die Grenze zwischen zwei Landern von diesen als verschieden lang
angegeben wird.

Wie kann man sich helfen? Was ist ,langer, die Kiste GroR3britanniens oder die deut-
sche Nordseekuste? Eine Moglichkeit, die LaAngen dieser Kurven zu vergleichen, liefert die
fraktale Dimension. Denn je grof3er sie ist, defohenfillender ist die Kurve. Als Beispiele
betrachten wir die bekanntesten fraktalen Kurven in der Reihenfolge aufsteigender Hausdorff-
Dimension. Weitere fraktale Kurven findet man im Kapitel Giber Lindenmayer-Systeme.

Die fraktalen Kurven dieses Kapitels werden folgendermalR3en konstruiert: Man geht von
einemlnitiator, fur gewohnlich der Einheitsstrecke, aus. Dann ersetzt man diese durch den
Generator, und zwar so, dass Anfang und Ende der Generatorkurve an Anfang und Ende
des Initiators eingepasst werden. Fur gewohnlich enthalt der Generator kleinere Kopien des
Initiators, welche in der nachsten Iteration durch den Generator ersetzt werden usw. Die so
erzeugte Kurve zeichnet sich durdbstahnlichkeit und Skaleninvarianz aus. Das bedeutet,
dass man, wenn man einen beliebigen Ausschnitt der Kurve betrachtet, nicht sagen kann,
in welcher Grolenordnung man sich befindet, da sich die Details bis ins unendlich kleine
fortsetzen (denn genau so wurde die Kurve ja konstruiert).

Hinweis: Damit die Kurve wirklich skaleninvariant ist, muss sie nicht nur im Kleinen, sondern
auch im Grol3en fortgesetzt werden. Tate sie das nicht, so wirde beispielsweise eine Kurve,
deren Initiator{0; 1] ist, in verkleinerter Form nicht mehr wie sie selbst aussehen, da pl6tzlich
Anfang und Ende erkennbar sind. Daher muss die Kurve bei der Konstruktion auch tber das
Initiatorintervall[0; 1] hinaus extrapoliert werden.

Die Berechnung deHausdorff-Dimension dieser Kurven gestaltet sich (sofern es keine
Selbstschnitte gibt) besonders einfach, da sie sich auf die BerechnuAgrtiehkeitsdimen-
sion reduziert. Wird beispielsweise der Initiator duretKopien seiner selbst voh/r seiner
Lange ersetzt, so betragt

Dy = log, n.
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Abbildung 12.1: Der Cantor-Staub.

12.1 Der Cantor-Staub

Der Cantor-Staub entsteht folgendermaf3en: Aus dem Einheitsintefall] wird das mittlere
Drittel |1/3;2/3[ entfernt. Im néchsten Schritt wird aus den beiden verbliebenen Strecken das
mittlere Drittel entfernt usw. Die Grenzfigur hat schlie3lich keine Lange mehr (oder technisch:
Lebesgue-MaR), da die Gesamtlange der tbrig bleibenden Intervalle nachrdan Schritt
(2/3)"™ betragt, was mit wachsendenverschwindet. Der Cantor-Staub ist also, wie der Name
vermuten lasst, ein€antor-Menge.

Dennoch enthalt er Uberabzéhlbar viele Punkte. Betrachten wir namlich in Abbilduhg
die zur Entstehung des Cantor-Staubs fihrenden Schritte, so kénnen wir fir jeden Punkt des
Cantor-Staubs in jedem Schritt fragen, ob sich der Punkt des Cantor-Staubs links oder rechts
vom jeweils ihm an nachsten gelegenen entfernten Intervall befindet. Schreiben wir fur ,links*
eine0 und fur ,rechts* einel, so erhalten wir einen unendliche Folge dieser Ziffern, und
diese legt den Punkt im Cantor-Staub fest. Umgekehrt wird durch jede solche Ziffernfolge ein
Punkt im Cantorstaub angegeben.Es wird aber auch jede reelle Zahl im Intervatlurch
eine solche Folge dargestellt, wenn man das Dualsystem verwendet. Da es tUiberabzahlbar viele
reelle Zahlen im Intervall; 1] gibt, muss es auch uberabzahlbar viele Punkte im Cantor-Staub
geben. Man kann sich leicht Uberlegen, dass der Cantor-Staub die reellen Zahlen enthélt, die
in ternarer Darstellung keineenthalten.

Seine fraktale Dimension liegt bédy; = log,;2 ~ 0,63. WegenDy = 0 ist Dy > Dr
und somit der Cantor-Staub tatséachlich ein Fraktal. Seine Dimension liegt zwischen der eines
Punkts und der einer Geraden.

Die Entstehung des Cantor-Staubs kann man sich auch anders entstanden denken. Man
nimmt an, eine Masse vom Betrag 1 ist gleichmalf3ig auf das Einheitsintervall verteilt. Dann
fliel3t diese Masse im ersten Schritt aus dem mittleren Drittel in die beiden anderen Drittel und
vergrofRert dort die Dichte (sigggrinnt®); in der Mitte bleibt eine Licke odefrema zurtick.
Dann zerteilt sich die Masse der beiden Drittel weiter auf. Im Grenzfall ist die Masse auf
einzelne Punkte mit unendlicher Dichte verteilt. Tragt man die Masse zwischen:O et
x auf, so erhalt man di®eufel streppe.

Diese Kurve hat einige interessante Eigenschaften: Sie ist stetig aber nicht differenzierbar!
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Abbildung 12.2: Die Teufelstreppe.

Ihre H6he wachst tber unendlich viele, unendlich kleine Sprungstellen von 0 bis 1 an. Ihr
Wert ist jedoch fast Uberall konstant (namlich bei den Tremata).

Die Teufelstreppe ist nicht skaleninvariant, denn z. B.4ftaus|1/3;2/3] ist sie einfach
eine Strecke. Darlber hinaus ist sie laut unserer Definition kein Fraktal. Denn man kann sie
durch 3 Kreise vom Durchmessegf3, 9 Kreise vom Durchmessér/9 usw. abdecken, man
erhalt alsaDy = 1. WegenDy = Dy ist die Teufelstreppe keine fraktale Kurve!

Durch den oben beschriebenen Gerinnungsprozess lasst sich Cantor-Staub beliebiger Di-
mension zwischen 0 und 1 kreieren. Dazu muss lediglich die Anzahl der Teilstlicke oder die
Lange der Tremata variiert werden. Denn die fraktale Dimension ergibt sich j& aus
log,. n. Der Cantor-Vorhang zeigt auf der vertikalen Achse eine Variation vby, von 0 bis 1
bei festern = 2.

Leider ist aufgrund der Zerstreutheit der Cantor-Menge und der begrenzten Punktanzahl des
Bildes die Cantor-Menge fur Dimensionen nahe O nur schlecht zu erkennen.

12.2 Die Koch-Kurve

Die Konstruktion deiKoch-Kurve baut auf der Konstruktion der Cantor-Menge auf. Nur er-
richtet man noch zusatzlich auf dem herausgenommenen Geradenstick ein gleichseitiges Drei-
eck. In Abbildungl2.4sind der Generator und die Grenzkurve dargestellt.

Diese Kurve ist schon recht gut mit einer Kustenlinie zu vergleichen. Natdrlich ist sie viel
zu regelmafig, um realistisch zu sein. lhre fraktale Dimension liegt jedoch mit logs 4 ~
1,26 im Bereich realer Kustenlinien. Wegén, = 1 ist auch sie ein Fraktal (man braucht nur
einen Punkt, um sie in zwei Halften zu teilen).

Die Lange der Koch-Kurve ist tatsachlich unendlich. Denn die Folge der Lange der Itera-
tionenist14-1/3,16-1/9, ...oder allgemeiri4/3)", was mitn gegen unendlich ebenfalls
gegen unendlich geht.
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Abbildung 12.3: Der Cantor-Vorhang.

Abbildung 12.4: Die Koch-Kurve.
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Abbildung 12.5: Die Schneeflockenkurve.
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Abbildung 12.6: Die Entstehung des Sierpinski-Dreiecks.

Die Flache, die die Koch-Kurve mit der Einheitsstrecke einschliel3t, ist hingegen endlich.
Sie gehorcht der Folge/(3%-4)-v/3,1/(3%-4)-/34+4-1/(92-4)-1/3, ... mit dem Grenzwert
1/20- /3.

Die Koch-Kurve ist stetig, doch nirgends differenzierbar. Sie ist eine j&toasterkurven,
die die Mathematiker um die letzte Jahrhundertwende noch als nichtsnutziges Spielzeug ab-
getan hatten. Die Vorstellung, praktisch alle stetigen Kurven seien auch differenzierbar, wurde
durch sie zerstort. Um so erstaunlicher, dass gerade diese Monsterkurven jetzt so erfolgreich
zur Modellierung der Natur eingesetzt werden!

Benutzt man als Initiator nicht die Einheitsstrecke, sondern ein gleichseitiges Dreieck, so
ergibt sich diekoch’ sche Schneeflockenkurve.

12.3 Das Sierpinski-Dreieck

Man nehme ein gleichseitiges Dreieck und entferne das die Seitenmittelpunkte verbindende
Dreieck. Mit den Ubriggebliebenen drei Dreiecken verfahre man genauso. Fihrt man diesen
Prozess unendlich oft fort, so entsteht &sespinski-Dreieck.

Die Anzahl der tibriggebliebenen Dreiecke nachidéen Iteration istV,, = 3", ihre Flache
A, = (3/4)". Die Lange der Dreiecksseiten berechnet sich nach- 2. Die Grenzfigur
hat also verschwindende Flache und dennoch die topologische Dimension 2. Die fraktale Di-
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mension berechnet sich nach

In N, . In3"
In4d, In2-n

Dy = —lim = log, 3 ~ 1,58.

Das Sierpinski-Dreieck erhalt man auch aus dem Boole’schen Zellularautomaten mit Regel
90 und einer einzigen Zelle im Zustand 1. Diese Regel setzt die Zell) auf O, wenn
(x —1;y — 1) = (x + 1;y — 1) ist. Ansonsten ist die Zelle 1.

********
****************
****************

********************************

Auch das Pascal’sche Dreieck enthalt das Sierpinski-Dreieck, und zwar wenn maid s
darstellt, d. h. fur alle geraden Zahlen eine 0 schreibt und fiir alle ungeraden Zahlen eine 1.

1 1

1 1 1 1

1 2 1 1 0 1

1 3 3 1 1 1 1 1

1 4 6 4 1 1 0 0 0 1

1 510 10 5 1 11 0 0 1 1

1 6152015 6 1 1 01 0 1 0 1
1 721353521 7 1 11 1 1 1 1 1 1

Als letzte Erscheinungsform sei das Sierpinski-Dreieck als Julia-Menge erwahnt, mit den
Formeln(z = Re(2); y = Im(2))

(2-2,2-y—1) fury>0,5
z=4¢2-2—-1,2-y) firy=0,5undz > 0,5.
(2-2,2-y) firy = 0,5undz = 0,5

Eine weitere Moglichkeit der Generierung des Sierpinski-Dreiecks ist uns im Kapitel tGber
IFS begegnet.
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Abbildung 12.7: Das Sierpinski-Dreieck als Julia-Menge.

Abbildung 12.8: Die Sierpinski-Pyramide.
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Abbildung 12.10: Der Menger-Schwamm.

Die Idee des Sierpinski-Dreiecks lasst sich auf drei Dimensionen erweitern. Entfernt man
aus einer gleichseitigen Pyramide den Korper, der durch Verbindung der Kantenmittelpunkte
ensteht, und fuhrt dieses in gleicher Weise fort, so entsteht AbbiltiRargy

Eine weitere Abwandlung besteht darin, nicht aus einem Dreieck Dreiecke zu entfernen,
sondern aus einem Quadrat Quadrate (aus der Mitte mit einem Drittel der Seitenléange). Das
entsprechende Fraktal heNsenger-Teppich (D = log, 8 ~ 1,89), sein 3D-Analogon Menger-
Wirfel oderMenger-Schwamm (D g = log; 20 ~ 2,73).

12.4 Die Drachenkurve

Der Initiator derDrachenkurve (Abbildung12.17) ist das Intervall0; 1]. Der Generator jedoch
(1.Bild) wird abwechselnd rechts und links angelegt. Die Grafik zeigt noch Iterationsstufe 2
und 3.

Die Drachenkurve ist selbstverstandlich selbstahnlich. Dariiberhinaus besteht sie aus zwei
Segmenten, die untereinander, aber nicht zum Drachen selbst, &hnlich sind.

Mit zunehmender Iterationsstufe wird die Kurve selbst nur noch schwer zu erkennen, viel-
mehr nimmt man nur noch ihre Umrisse wahr. Die Kurve wird im GrenZfathenfillend.
Das bestatigt auch die fraktale Dimension. Man erhélt naniligh= log, 5 2 = 2.
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Abbildung 12.11: Die Entwicklung der Drachenkurve.

Abbildung 12.12: Die Drachenkurve.
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Abbildung 12.13: Die Peano-Kurve.

12.5 Die Peano-Kurve

Als letztes Beispiel soll di¢eano-Kurve (Abbildung 12.13 behandelt werden. Sie ist vom
asthetischen Standpunkt her zwar eher langweilig, daflr aber von enormer mathematischer

Bedeutung (siehe Kapité).
Der Initiator ist das Einheitsintervall, der Generator zwei auf dem mittleren Drittel errichtete

Quadrate (Bild 1). Die Grafik zeigt die 3. Iteration.
Die fraktale Dimension isDy = log, 9 = 2. Die Kurve ist also tatsachlich flachenfillend.
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13 Lindenmayer-Systeme

Lindenmayer- oder kurzL-Systeme wurden von Aristid Lindenmayer zur Modellierung biolo-
gischen Wachstums eingefuhrt. Sie bestehen aus

e einemAlphabet V, einer endlichen Menge aus formalen Symbolen,

e einemAxiom (Initiator) w, einer Zeichenkette (einelort) von Symbolen au¥” (V*
ist die Menge aller Worter Gibér),

e einerProduktionsregel (Ersetzungsregely C V' x V*, einer Abbildung eines Symbols
a € V in ein Wortw € V*.

Die Lange einer Wortegu| ist die Anzahl seiner Symbole.

Das Interessante an L-Systemen istiwelution: die Folge{g,},n =0, 1,2,3,..., wobei
gn €in Wort ausV* ist, das aug,, ; durch Anwendung der Produktionsregeln entsteht. Die
erste Generatiop, ist das Axiomuw.

Natirlich missen so viele Produktionsregeln existieren, wie Symbdlesind. Zur Verein-
fachung wird per Konvention ein Symbol, flr das keine explizite Regel angegeben wird, auf
sich selbst abgebildet. Ein solches System haef&r ministisch und wird mit DL bezeichnet.
Existiert fur ein Symbol mehr als eine Produktionsregel, und verwendet man fir die Anwen-
dung einen Zufallsgenerator, so heil3t das Systechastisch. Entscheidet Uber die Anwen-
dung der Ersetzungsregel nicht nur das Symbol selbst, sondern auch seine Nachbarn, so heifl3t
das Systenkontext-sensitiv (IL), andernfallskontext-frei (OL). In diesem Kapitel beschéaftigen
wir uns ausschlie3lich mit DOL-Systemen.

13.1 Das Fibonacci-L-System

Zum Einstieg werden wir die bekannte Zeichenkette zur Bestimmung der Kaninchen-Kon-
stante mit Hilfe eines L-Systems formalisieren:

V ={a,b}
w=a

P ={a+ bb+ ba}

Die ersten Generationen sind:

ba
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bab
babba
babbabab
babbababbabba
babbababbabbababbabab

Wir entdecken das bekannte Mustgr= g,,_19,_2, das nun per vollstandiger Induktion be-
wiesen werden soll.

Induktionsanfangy, = a, g1 = b, go = ba = g19o
Induktionsschritty, . ; entsteht aug,, durch Anwendung der Produktionsregeln.ist aber
laut Induktionsvoraussetzumg_; g,,_». Wendet man hierrauf die Regeln an, erhalt map, ;.

13.2 Das Thue-Morse-L-System

Das Thue-Morse-L-System ist durch

V ={a,b}
w =a

P ={aw ab,b— ba}

definiert. Die ersten Generationen lauten
a

ab
abba
abbabaab
abbabaabbaababba

Wie man leicht sieht, isfy,| = 2". Au3erdem ist

In+1 = gns(gn)a
wobei S die Spiegelfunktion ist, d. h. jedesauf einb und jedes auf eina abbildet.

Beweis:

Induktionsanfangy, = a, g1 = ab = goS(go)

Induktionsschritty,, .; erhalt man aug, durch Anwendung der Produktionsregeln. Laut In-
duktionsvoraussetzung igt = g,—15(g,—1). Wendet man hierrauf die Regeln an, erhélt man
95 (Gn)- [
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Die Grenzfolgey., heil3stThue-Morse-Folge. Sie hat einige bemerkenswerte Eigenschaften,
von denen hier einige vorgestellt werden sollen. Codiert man die Folge so, dass man statt eines
a eine 1 schreibt, und anstatt einesine—1, so kann die Spiegelfunktion als Multiplikation
mit —1 aufgefasst werden. Dann ist

Joo = CoC1C2C3 - . . mit ¢, = £1.

Ferner erhalt man
gn = CpC1C .. .Con_1
und
Gnt1 = CoC1C . .. Con_1(—Co)(—c1)(—¢2) ... (—Can_1)
= Conyy = —C; mit0 <i<2" -1

Man kann jedes beliebige Folgenglied berechnen, indem man den/#ndéxSumme von
2er-Potenzen schreibt:

Cmym =2M 42k 4ok S ks >k

Beispiel:37 = 2° + 22 + 20 = 37 = 100101,
czr = (=1)es = (=1)%c; = (—1)3¢o = —1,dacy = 1
Oder allgemeine,, = (—1)7, wobeij die Anzahl der Einsen in der Binardarstellung ven
ist.

Dartberhinaus gibt es noch einen bemerkenswerten Satz Uber die Struktyy, voer
lautet:
Es gibt kein Wort der Fornvww in der Thue-Morse-Folge, wobei eine beliebige endliche
Kombination vonas undbs ist.
Das heil3t: Weder die Worter.a, nochaabaabaab oderbaabbaabbaab wird man ing,, finden!

Die Worter, die ing,, vorkommen hingegen, kommen mehrfach vor. Das besagt der Satz:
n sei eine natirliche Zahl. Dann gibt es eine andere naturliche Xabb, dass wenn ein
beliebiges Wortv der Langen in der Thue-Morse-Folge gegeben ist, jedes beliebige Wort
der Lange\V eine Kopie vornw enthalt.
Fur die Lange des Worté§ gilt folgende Abschatzung: Itdie kleinste Zahl, so dags > n,
dann enthalt ein Wort der Lang&+* auf jeden Fall das Worb der Langen.
Das Wortaab (und alle anderen Worter der Lange 3!) ist also in jedem Wort der Lange 64 aus
der Thue-Morse-Folge enthalten.

13.3 Graphische Interpretation

Das bloRRe Hinschreiben der Generationen ist naturlich bei komplizierteren Systemen ermu-
dend und wenig hilfreich. Aul3erdem verfolgen wir ja das Ziel, biologisches Wachstum zu
modellieren. Dazu definieren wir ein paar Symbole, denen eine festgelegte graphische Bedeu-
tung zukommen soll:

e [ Vorwartsschritt (zeichnen)
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Abbildung 13.1: Die Evolution einer botanischen Form.

G: Vorwartsschritt (nicht zeichnen)

+: Drehung nach links

—: Drehung nach rechts

: aktuelle Position speichern

|: zu zuletzt gespeicherter Position gehen

Viele der uns bekannten fraktalen Kurven kann man so schon mit Hilfe von L-Systemen
ausdriicken. De€Cantor-Saub ist zum Beispiel durch das System

V ={F, G}
w=F
P ={F — FGF,G — GGG}

gegeben. DeKoch-Kurve entspricht das System

V ={F,+,-}
w=F
P={F—F+F—-—-F+F}

wobei die Drehung umi0° erfolgt.
Ein schones Beispiel fir eine botanische Form ist das System

Vv :{Fv +, [7]}
w =F
P={F—FF—-|[-F+F+F|+[+F—-F—-FJ}
mit einem Rotationswinkel vohg80/7°. Abbildung13.1zeigt die Generationen 1 bis 3.
In Abbildung13.2ist g mit einer anderen Darstellung (Diskussion in Kapiiél) abgebil-
det.

Die Ahnlichkeit mit einem realen Zweig ist verbliiffend! Weitere Beispiele sind die Systeme
mit den Produktionsregeln

P={F—FF—-|-F+F+F|+[+F—-F—F]} (Winkel 20°)

und
P={F— F[+FF|[-FF|F[+FF]|-FF|F} (Winkel 36°).
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Abbildung 13.2: Das fertige Bild.

Abbildung 13.3:F — FF — [-F + F + F] + [+F — F — F].
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Abbildung 13.4:F — F[+FF|[—FF|F[+FF][-FF|F.

81



14 Zellularautomaten

Ein Zdlularautomat besteht aus einer Ansammlung vaelen, die einer festgelegteRegel

folgend ihren Zustand &ndern kénnen. Bioole scher oderBinarer Zellularautomat ist ein
Zellularautomat, dessen Zellen genau zwei verschiedene Zustande haben kénnen, bezeichnet
mit ,an®“ und ,aus“ bzw. 1 und O.

14.1 Binéare eindimensionale Automaten

Wir betrachten zunachst eindimensionale binare Zellularautomaten. Dabei soll der Zustand
der Zelle von ihrem eigenen und dem ihrer beiden Nachbarn abhangen. Es gibt als®
Mdoglichkeiten, namlich 111, 110, 101, 100, 011, 010, 001 und 000. Die Ersetzungsregel muss
also aus 8 Teilen bestehen.

Ordnet man die veschiedenen Stadien des Zellularautomaten untereinander an, so kann man
seine Entwicklung verfolgen. Die vetikale Achse ist hierbei also praktisch die Zeitachse.

Als Beispiel nehmen wir den Zellularautomat, der durch die Regel

111+ 0,110 — 1,101 — 0,100 1,

011 + 1,010 +~ 0,001 + 1,000 +— 0O

bestimmt wird. Nimmt man als Anfangszustand eine einzige angeschaltete Zelle, so ergibt
sich dasSerpinski-Dreieck. Im Kapitel Gberfraktale Kurven ist eine ausfuhrliche Abbildung
der ersten Stufe, wobei der * fur eine 1 steht.

Um die Klasse der binéren Zellularautomaten mit zwei Nachbarn systematisch zu ordnen,
schreibt man die Ersetzungsregel in der Form 01011010, was in bindrer Form der dezimalen
90 entspricht. Daher bezeichnet man die oben angegebene Ersetzungsregel kurz als Regel 90.

Als nachstes betrachten wir bindre Automaten mit 5 Nachbarn, d. h. in die Regel wird nicht
nur der Zustand der nachsten Nachbarn, sondern auch noch deren Nachbarn einbezogen. Es
gibt 2° = 32 Mdglichkeiten. Da eine 32-stellige Regel zu unhandlich ist, unterscheiden wir
nicht mehr zwischen den einzelnen Zustanden der Zellen, sondern nur zwischen der Gesamt-
summe der Zustande, welche zwischen 0 und 5 liegen muss. Damit reduziert sich unsere Regel
auf 5 Stellen, welche man wie oben codieren kann.

Die Abbildungen14.1und 14.2 zeigen zwei Bilder, die ausgehend von einer aus zufal-
lig gewéhlten Zustanden bestehenden Strecke, von solchen Automaten erzeugt wurden. Die
Darstellung wurde abgebrochen, sobald sich die neue Zeile zum ersten Mal nicht von der
Ausgangszeile unterschieden hat
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Abbildung 14.2: Noch ein binarer Zellularautomat.

14.2 Binare zweidimensionale Automaten

Der wohl bekannteste binare zweidimensionale Zellularautomat oder sogar der bekannteste
Zellularautomat tiberhaupt ist durch John Conw@gse of Life gegeben.

Im Game of Life sind fir den Zustand einer Zelle ihre 8 Nachbarn verantwortlich, und zwar
in folgender Weise:

Eine Zelle bleibt im Zustand 1, wenn sie mindestens 2 und hdchstens 3 Nachbarzellen im
Zustand 1 hat, ansonsten wird sie in den Zustand 0 versetzt.

Eine Zelle wird von 0 auf 1 gesetzt, wenn sie genau 3 Nachbarzellen im Zustand 1 hat.

Als Analogie bezeichnet man Zellen im Zustand 1 als ,lebend”, Zellen im Zustand O als ,tot".
Damit ergibt sich folgende Zusammenfassung:

Leben: Minimal: 2, Maximal: 3

Geburt: Minimal: 3, Maximal: 3

Daher bezeichnet man diese Version des Game of Life als Life-2333. Es stellt sich heraus,
dass man zwar als Minimal- und Maximalwerte beliebige Zahlen von 0 bis 8 wahlen kann,
dieses aber die einzige sinnvolle Kombination ist.

Interessant ist nun, die Anordnung der Zellen mit der Zeit zu verfolgen. Es zeigt sich, dass
sich ganze Zellgruppen bilden, die sich Gber die Ebene bewegen, sich irgendwo festsetzen
oder sich auflésen bzw. neue Zellgruppen schaffen.

Wie man sich das vorzustellen hat, kann hier nur an einem Beispiel gezeigt werden, einer
Zellgruppe, die sich, einer Lebensform gleich, quer Uber die Ebene bewegt. Diese Zellgruppe
hat eine Zyklenlange von 4, in welcher sie sich um eine Einheit nach links und oben beweqgt.

14.3 Die Ameisensimualtion

Die Ameisensimulation ist ein Automat von anderem Charakter als die bisher beschriebenen.
Turk, Bunivomitch und Troubetzkoy entwickelten diese Simulation, die mit einfachsten Mit-
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Abbildung 14.3: Laufer im Game of Life.

Abbildung 14.4: 2 Ameisen, Regel 10010011.

teln erstaunliches Verhalten produziert:
Zu Beginn der Simulation befindet sich eine gewisse Anzahl von ,Ameisen” in der Mitte der
Ebene. Diese Ameisen bewegen sich nun folgendermal3en:
Die Zelle, auf der sich die Ameise befindet, sei im Zustand/enn diei-te Ziffer der Regel
eine 1 ist, dreht sich die Ameise u9° nach rechts und geht einen Schritt vor. Ist sie eine
0, dreht sie sich nach links und geht einen Schritt vor. Beim Verlassen wird der Zustand der
aktuellen Zelle um 1 erhdht.

Man kann die Ameisensimulation schon visualisieren, indem man die Zellen gemal ihres
Zustands einfarbt. Hier sind 4 Bilder von Ameisensimulationen. Das durchweg chaotische
Verhalten der Ameisen beim Hinterlassen ihrer Spur kann leider nicht abgebildet werden.
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Abbildung 14.5: 10 Ameisen, Regel 111000.

Abbildung 14.6: 10 Ameisen, Regel 110.
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Abbildung 14.7: 10 Ameisen, Regel 111100000.
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15 Eine kurze Geschichte der Farbe Il

15.1 Mandelcloud

In Kapitel 8 wurde derEscape-Time-Algorithmus vorgestellt, mit dem Mandelbrot- und Julia-
Mengen dargestellt werden konndandelcloud von Noel Giffin liefert ein weiteres Verfah-

ren zur Darstellung der Mandelbrot-Menge. Hierbei wird die Mandelbrot-Menge jedoch nicht
in der Parameter-Ebene, sondern in dedynamischen Ebene dargestellt, und zwar indem der
Orbit der zu untersuchenden Punkte geplottet wird. Da die Mandelbrot-Menge der Attraktor
dieser lteration ist, entsteht ihr ,Abdruck” aus einer ,Wolke* von Orbits.

Abbildung15.1zeigt ein Bild dieser ,Wolke“, bei dem die Farbe des Pixels jedesmal inkre-
mentiert wurde, wenn er erneut in einem Orbit auftauchte. Man sieht deutlich, dass bestimmte
Bereiche der Mandelbrot-Menge haufiger von Orbits besucht werden als andere.

Bei Abbildung 15.2 wurden weniger Punkte untersucht, um die einzelnen Orbits besser
erkennen zu kénnen. Die Farbung hing diesmal vom Orbit ab.

15.2 Das Newton-Fraktal

Die offensichtlichste Moéglichkeit, Newton-Fraktale zu farben, besteht natirlich darin, jeder
Nullstelle eine Farbe zuzuordnen und die Punkte danach zu farben, gegen welche Nullstelle
ihr Orbit konvergiert. Deutlich interessanter wird das Bild nun, wenn man auch noch die Ite-
rationszahl mit einbezieht in der Art, dass man die Pixel nach den Iterationen mod 2 farbt.
Damit ergeben sich fir jede Nullstelle zwei Farben, eine bei geradzahliger Iteration und eine
bei ungeradzahliger.

Auch interessant ist die Mdglichkeit, die Punkte ganz nach den Iterationen zu farben. Man
erhalt zwar keine Informationen mehr tber den Attraktor, aber daftr erhalt man mehr Einbli-
cke in die Dynamik des Fraktals.

Das Newton-Fraktal l&sst sich analog zu Mandelbrot- und Julia-Mengen auch dreidimensio-
nal darstellen, wenn man die Iterationszahl als H6he interpretiert. Auf die Farbung des Pixels
hat das keinen Einfluss; alle Mdglichkeiten funktionieren auch in 3D.

15.3 lterierte Funktionssysteme

Die Bilder im Kapitel Uber IFS wurden so erzeugt: Jedesmal, wenn ein Pixel von der Iteration
getroffen wurde, wurde seine Farbe inkrementiert. Eine andere Mdglichkeit entsteht durch
die Natur der IFS: Da bei jedem Iterationsschritt ein Zufallsgenerator auslost, welche affine
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Abbildung 15.1: Die Mandelbrot-Menge als Mandelcloud.

Abbildung 15.3: Attraktor & Iterationen mod 2 und Iterationen.
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Abbildung 15.4: Das Newton-Fraktal in 3D.

Abbildung 15.5: Die affinen Abbildungen des Farns.

Abbildung gewahlit werden soll, kann man den Pixel auch nach der affinen Abbildung farben.
Dann sieht der Farn beispielsweise so aus wie in AbbildLing

Man erkennt klar die vier affinen Abbildungen: Stengel, linkes Blatt, rechtes Blatt, oberes
Blatt.

15.4 Lindenmayer-Systeme

Bei der gewdhnlichen Darstellung von Lindenmayer-Systemen bleibt nicht viel Spielraum fur
eine Farbung, ein Strich wird einfach schwarz gezeichnet. Anders sieht es aus bei Systemen,
die einenSack benutzen, d. h. Systeme, die Regeln haben, die die Zeichen ,[* und ,]* be-
nutzen. In diesem Fall kann man die Farbung namlich von der aktuellen Stackh6he abhangig
machen. Damit wurden die Bilder der Pflanzen generiert wie Abbildig Es wird deut-

lich: Je ndher der Strich am Hauptast des Zweigs ist, desto geringer ist die Stackhthe.
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