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Dieser Artikel gibt eine elementare Einführung in die Theorie der Fourier-Reihen. Er be-
ginnt mit einer kurzen Analyse des Problems, Funktionen als unendliche Reihe trigonome-
trischer Funktionen darzustellen, wonach die benötigten Orthogonalitätsrelationen und Koef-
fizientenformeln hergeleitet werden. Auch die Fourier-Reihe in komplexer Darstellung wird
behandelt. Danach folgt ein Kapitel, in dem einige einfache Beispiele durchgerechnet wer-
den. Das dabei beobachtete Gibbs’sche Phänomen wird daraufhin genauer untersucht. Dann
wird auf den Zusammenhang zwischen Fourier-Reihen und Taylor- sowie Laurent-Reihen ein-
gegangen. Weiter wird die Partialbruchzerlegung des Cotangens hergeleitet. Zum Abschluss
werden die erhaltenen Gleichungen benutzt, um Formeln für die Kreiszahlπ abzuleiten.
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1 Die Idee der Fourier-Reihen

1.1 Einführung

Der Gedanke, eine Funktion mit Hilfe anderer Funktionen darzustellen, ist in der Analysis
von fundamentaler Bedeutung. Am bekanntesten dürfte wohl die Darstellung mittels Taylor-
Reihen sein, bei der eine Funktion in eine Potenzreihe entwickelt wird. Nicht weniger wichtig
ist die Entwicklung in eintrigonometrisches Polynom, d. h. unser Ziel ist die Darstellung einer
Funktion mittels trigonometrischer Funktionen. Eine solches Vorgehen wird alsharmonische
Analyse bezeichnet.

Nun lehrt die Mathematik, dass eine solche Entwicklung weder gelingen, noch dass sie,
sollte sie existieren, in jedem Punkt mit der Ausgangsfunktion übereinstimmen muss. Die
Untersuchung der hinreichenden und notwendigen Bedingungen für den Erfolg der harmoni-
schen Analyse ist eine sehr anspruchsvolle Aufgabe in der Analysis und soll hier nicht einmal
gestreift werden. Wir gehen stets davon aus, dass unsere Funktionen in gewissem Sinne „gut-
artig“ sind.

Die Umkehrung der harmonischen Analyse (welche auch als Fourier-Analyse bezeichnet
wird), ist die Fourier-Synthese. Hier geht man genau umgekehrt vor: Es wird eine Fourier-
Reihe vorgelegt, und die Frage lautet nach der zu Grunde liegenden Funktion. Wir behandeln
jedoch nur die Fourier-Analyse.

Sei nun also eine reelle Funktionf gegeben, so machen wir zunächst den allgemeinen
Ansatz

f(x) =
∞∑

n=0

dn cos(nx + ϕn).

Aufgrund des Additionstheorems

cos(α + β) = cos α cos β − sin α sin β

können wir dies umformen zu

∞∑
n=0

dn cos(nx + ϕn) =
∞∑

n=0

dn(cos nx cos ϕn − sin nx sin ϕn)

= d0 cos ϕ0 +
∞∑

n=1

dn(cos ϕn cos nx − sin ϕn sin nx)

=
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos nx + bn sin nx
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mit a0/2 = d0 cos ϕ0, an = dn cos ϕn undbn = −dn sin ϕn. Wir können also die Funktionf
darstellen als eine Summe von Cosinus- und Sinus-Funktionen. Wieso wir hiera0/2 statta0

wählen, wird in Abschnitt1.3ersichtlich werden.

1.2 Orthogonalitätsrelationen

Bevor wir uns nun überlegen, wie wir die Koeffizientenan und bn berechnen können, benö-
tigen wir dieOrthogonalitätsrelationen der trigonometrischen Funktionen. Fürm, n ∈ N gilt
zunächst fürm �= n

π∫
−π

cos mx cos nx dx =
1

2

π∫
−π

cos((m + n)x) + cos((m − n)x) dx

=
1

2

[
sin((m + n)x)

m + n
+

sin((m − n)x)

m − n

]π

−π

=
sin((m + n)π)

m + n
+

sin((m − n)π)

m − n

= 0

und fürm = n

π∫
−π

cos nx cos nx dx =

[
1

2
x +

1

4n
sin 2nx

]π

−π

= π,

so dass man insgesamt

π∫
−π

cos mx cos nx dx =

{
π für m = n

0 für m �= n

erhält. Auf ähnliche Weise erhält man die weiteren Orthogonalitätsrelationen
π∫

−π

sin mx sin nx dx =

{
π für m = n

0 für m �= n
,

π∫
−π

cos mx sin nx dx = 0.

Die Bezeichnung „Orthogonalitätsrelationen“ kommt daher, dass durch

〈f, g〉 :=

π∫
−π

f(x)g(x) dx

ein Skalarprodukt definiert wird. Die Orthogonalitätsrelationen sagen dann gerade, dass die
Funktionencos mx undsin nx bezüglich dieses Skalarprodukts orthogonal sind.
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1.3 Bestimmung der Koeffizienten

Nun können wir unser Ziel in Angriff nehmen. Gehen wir aus von der Gleichung

f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos nx + bn sin nx,

wobeif zunächst eine2π-periodische Funktion ist, so ergibt eine Multiplikation mitcos mx
und Integration über[−π, π]

π∫
−π

f(x) cos mx dx =

π∫
−π

a0

2
cos mx dx+

∞∑
n=1

an

π∫
−π

cos nx cos mx dx+bn

π∫
−π

sin nx cos mx dx.

Fürm = 0 erhält man somit unter Berücksichtigung der Orthogonalitätsrelationen

a0 =
1

π

π∫
−π

f(x) dx

und fürm > 0

am =
1

π

π∫
−π

f(x) cos mx dx.

Eine Multiplikation mitsin mx ergibt analog

π∫
−π

f(x) sin mx dx =

π∫
−π

a0

2
sin mx dx+

∞∑
n=1

an

π∫
−π

cos nx sin mx dx+bn

π∫
−π

sin nx sin mx dx,

was auf

bm =
1

π

π∫
−π

f(x) sin mx dx

führt. Man sieht nun schön, dass durch die geschickte Wahl vona0 zu Beginn die Koeffizienten
durch die zwei Gleichungen

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cos nx dx

bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sin nx dx

gegeben sind.
Von praktischer Bedeutung für die Berechnung der Koeffizienten ist noch, dass für gerade

Funktionen mitf(x) = f(−x) die bn stets veschwinden, wohingegen bei ungeraden Funktio-
nenf(x) = −f(−x) diean verschwinden.
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1.4 Funktionen mit beliebiger Periode

Ist die Funktionf nicht 2π-periodisch, sondern hat sie die PeriodeT = 2π/ω, d. h. es gilt
f(x + T ) = f(x), so erfüllt t = ωx offenbarf((t + 2π)/ω) = f(t/ω). Die Funktion
f̃(t) = f(t/ω) hat somit die Periode2π, und wir können unsere bekannten Koeffizienten-
formeln anwenden. Es folgt mit der Substitutionx = t/ω

an =
1

π

π∫
−π

f̃(t) cos nt dt =
1

π

π∫
−π

f(t/ω) cos nt dt =
1

π

T/2∫
−T/2

f(x) cos(nωx)ω dx

=
ω

π

T/2∫
−T/2

f(x) cos nωx dx =
2

T

T/2∫
−T/2

f(x) cos nωx dx.

Für eine Funktionf mit PeriodeT = 2π/ω gelten also die Koeffizientenformeln

an =
2

T

T/2∫
−T/2

f(x) cos nωx dx

bn =
2

T

T/2∫
−T/2

f(x) sin nωx dx.

Diese liefern dann die Reihendarstellung

f̃(t) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos nt + bn sin nt

bzw.

f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos nωx + bn sin nωx.

Da obige Substitution immer möglich ist, gehen wir im Folgenden von2π-periodischen Funk-
tionen aus.

1.5 Komplexe Schreibweise

Man kann die Fourier-Reihe mit Hilfe komplexer Zahlen elegant schreiben als

f(x) =
∞∑

n=−∞
cneinx.
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Dies kann man folgendermaßen einsehen: Man teilt zunächst die Summe auf in

∞∑
n=−∞

cneinx = c0 +
∞∑

n=1

cneinx +
−∞∑

n=−1

cneinx

= c0 +
∞∑

n=1

cn(cos nx + i sin nx) +
−∞∑

n=−1

cn(cos nx + i sin nx)

= c0 +
∞∑

n=1

cn(cos nx + i sin nx) +
∞∑

n=1

c−n(cos nx − i sin nx)

= c0 +
∞∑

n=1

(cn + c−n) cos nx + i(cn − c−n) sin nx.

Man erhält dann durch Koeffizientenvergleich

a0 = 2c0, an = cn + c−n, bn = i(cn − c−n)

bzw.

c0 =
a0

2
, cn =

an − ibn

2
, c−n =

an + ibn

2
.

Natürlich kann man die komplexen Koeffizientencn auch berechnen, ohne zuvor die reellen
Koeffizientenan undbn berechnet zu haben. Es gilt nämlich

cn =
an − ibn

2
=

1

2π

 π∫
−π

f(x) cos nx dx − i

π∫
−π

f(x) sin nx dx

 =
1

2π

π∫
−π

f(x)e−inx dx.

1.6 Konvergenz

Wir gehen nun folgender Frage nach: Angenommen, wir approximieren eine Funktionf mit
der Periode2π durch eine Summe

fk(x) =
k∑

n=−k

cneinx,

wie muss man die Koeffizientencn wählen, damit der Ausdruck

F =

π∫
−π

|f(x) − fk(x)|2 dx

minimal wird? Da für eine komplexe Zahlz gilt |z|2 = zz̄, können wir ausmultiplizieren

F =

π∫
−π

f(x)f(x) dx −
π∫

−π

f(x)fk(x) dx −
π∫

−π

f(x)fk(x) dx +

π∫
−π

fk(x)fk(x) dx
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und einsetzen

F =

π∫
−π

|f(x)|2 dx −
k∑

n=−k

cn

π∫
−π

f(x) e−inx dx −
k∑

n=−k

cn

π∫
−π

f(x) einx dx + 2π
k∑

n=−k

cn cn.

Fasst man nun diecn als unabhängige Variablen auf, so kann manF nach diesen differenzie-
ren. DaF minimal sein soll, müssen diese Ableitungen verschwinden.

∂F

∂cn

= 0 ⇒ cn =
1

2π

π∫
−π

f(x) einx dx ⇒ cn =
1

2π

π∫
−π

f(x) e−inx dx.

Wir sehen also, dass die Fourier-Koeffizienten gerade so gewählt sind, dassF minimal wird.
Man kann sogar zeigen, dass für „fast jede“ FunktionF mit wachsendemk gegen0 konver-
giert. Man sagt, dass die Fourier-Reiheim quadratischen Mittel gegenf konvergiert.

Setzen wir nun den Ausdruck für diecn in F ein, so erhalten wir

F =

π∫
−π

|f(x)|2 dx − 1

2π

k∑
n=−k

∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

f(x)e−inx dx

∣∣∣∣∣∣
2

=

π∫
−π

|f(x)|2 dx − 2π
k∑

n=−k

|cn|2

und somit
π∫

−π

|f(x) − fk(x)|2 dx =

π∫
−π

|f(x)|2 dx − 2π

(
a2

0

4
+

1

2

k∑
n=1

(a2
n + b2

n)

)
.

Da die linke Seite dieser Gleichung sicherlich positiv ist, folgt dieBessel’sche Ungleichung

a2
0

4
+

1

2

k∑
n=1

(a2
n + b2

n) ≤ 1

2π

π∫
−π

|f(x)|2 dx.

Insbesondere gilt im Limesk → ∞
a2

0

4
+

1

2

∞∑
n=1

(a2
n + b2

n) ≤ 1

2π

π∫
−π

|f(x)|2 dx,

und daher konvergieren die Fourier-Koeffizienten gegen Null. Gilt zusätzlich noch, dass die
Fourier-Reihe im quadratischen Mittel gegenf konvergiert, so verschwindetF , und die Un-
gleichung wird zurParseval’schen Gleichung

a2
0

4
+

1

2

∞∑
n=1

(a2
n + b2

n) =
1

2π

π∫
−π

|f(x)|2 dx

bzw. in komplexer Form
∞∑

n=−∞
|cn|2 =

1

2π

π∫
−π

|f(x)|2 dx.
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2 Beispiele

Wir rechnen nun einige einfache Beispiele für reelle Fourier-Reihen durch. Die behandelten
Funktionen sind dabei stets als2π-periodisch anzunehmen.

2.1 Rechteckschwingung

Die Funktion

f(x) =


−1 −π < x < 0

0 x = −π, 0, π

1 0 < x < π

nennt manRechteckschwingung. Da die Funktion ungerade ist, können wir uns auf die Be-
rechnung derbn beschränken. Diese ergibt

bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sin nx =
2

π

π∫
0

f(x) sin nx =
2

π

(
1

n
− cos nπ

n

)
=

{
0 n gerade
4

πn
n ungerade

.

Die Rechteckschwinung hat also die Fourier-Reihe

f(x) =
4

π

∞∑
n=1

sin(2n − 1)x

2n − 1
.

Abbildung2.1zeigt einige Näherungen. Es fällt auf, dass an den Unstetigkeitsstellen das Kon-
vergenzverhalten der Fourier-Reihe nachlässt. Dieses Verhalten heißtGibbs’sches Phänomen
und tritt auf, weil die Koeffizienten nicht schnell genug gegen Null gehen.

2.2 Kippschwingung

Die Funktion

f(x) =

{
x −π < x < π

0 x = −π, π

heißtKippschwingung1. Auch hier reicht die Berechnung derbn, für die man

bn =
1

π

π∫
−π

x sin nx =
2

π

π∫
0

x sin nx =
2

π

(
−π cos nπ

n

)
= 2

(−1)n+1

n

1Die Kippschwingung wird manchmal auch alsSägezahnschwingung bezeichnet.
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Abbildung 2.1: Die Fourier-Reihen der Rechteckschwingung fürn = 1, 2, 3, 4, 5, 20.
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Abbildung 2.2: Die Fourier-Reihen der Kippschwingung fürn = 1, 2, 3, 4, 5, 20.

erhält. Die Fourier-Reihe ist damit

f(x) = 2
∞∑

n=1

(−1)n+1 sin nx

n
.

Abbildung2.2zeigt das Ergebnis.

2.3 Dreiecksschwingung

Die Dreiecksschwingung erhält man durch die Funktionf(x) = |x|. Diese ist nun gerade, so
dass wir

a0 =
1

π

π∫
−π

|x| dx =
2

π

π∫
0

x dx = π
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Abbildung 2.3: Die Fourier-Reihen der Dreiecksschwingung fürn = 1 undn = 10.

und

an =
1

π

π∫
−π

|x| cos nx dx =
2

π

π∫
0

x cos nx dx =
2

π

(
cos nπ

n2
− 1

n2

)
=

{
0 n gerade

− 4
πk2 n ungerade

brauchen. Die Fourier-Reihe ist also

f(x) =
π

2
− 4

π

∞∑
n=1

cos(2n − 1)x

(2n − 1)2
.

Wie man an Abbildung2.3sieht, tritt hier das Gibbs’sche Phänomen nicht auf, da die Koeffi-
zienten schnell genug klein werden.
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3 Das Gibbs’sche Phänomen

Wir untersuchen nun das im letzten Abschnitt beobachtete Gibbs’sche Phänomen näher. Wir
machen das am Beispiel der Rechteckschwingung

f(x) =
4

π

∞∑
n=1

sin(2n − 1)x

2n − 1
= lim

k→∞
sk(x)

mit den Partialsummen

sk(x) =
4

π

k∑
n=1

sin(2n − 1)x

2n − 1
.

Diese Partialsummen lassen sich umformen zu

sk(x) =
4

π

k∑
n=1

x∫
0

cos(2n − 1)t dt =
4

π

x∫
0

k∑
n=1

cos(2n − 1)t dt.

Die Summe lässt sich leicht ausrechnen, wenn man den Cosinus als Exponentialfunktion
schreibt und die geometrische Summenformel anwendet. Dies ergibt

k∑
n=1

cos(2n − 1)t =
k∑

n=1

ei(2n−1)t + e−i(2n−1)t

2
=

1

2

(
e−it

k∑
n=1

e2int + eit

k∑
n=1

e−2int

)

=
1

2

(
e−it e

2it − e2i(k+1)t

1 − e2it
+ eit e

−2it − e−2i(k+1)t

1 − e−2it

)
=

1

2

(
e−it 1 − e2ikt

e−2it − 1
+ eit 1 − e−2ikt

e2it − 1

)
=

1

2

(
1 − e2ikt

e−it − eit
+

1 − e−2ikt

eit − e−it

)
=

1

2

(
eikt e

−ikt − eikt

e−it − eit
+ e−ikt e

ikt − e−ikt

eit − e−it

)
=

1

2

sin kt

sin t
(eikt + e−ikt) =

sin kt cos kt

sin t
=

1

2

sin 2kt

sin t
.

Damit folgt

sk(x) =
2

π

x∫
0

sin 2kt

sin t
dt.
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Für |2kx| ≤ π kann man abschätzen

x∫
0

sin 2kt

sin t
dt >

x∫
0

sin 2kt

t
dt =

2kx∫
0

sin s

s
ds

mit der Substitution2kt = s, also insgesamt

sk(x) >
2

π

2kx∫
0

sin s

s
ds =

2

π
Si(2kx)

mit dem Integralsinus

Si(u) =

u∫
0

sin s

s
ds.

Der Integralsinus hat beiu = π ein Maximum mitSi(π) ≈ 1,852. Dem Intervall|u| ≤ π
entspricht nun ein Intervall|x| ≤ π/(2k), auf dem die Partialsumme wie oben angegeben
nach unten abgeschätzt werden kann. Das zeigt, dass für beliebig großesk immer noch ein
Intervall umx = 0 existiert mit |sk(x)| > 1. Dieser Wert konvergiert mitk → ∞ gegen
2/π Si(π) ≈ 1,179.
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4 Taylor- und Laurent-Reihen

Fourier-Reihen gehören neben den Taylor- und Laurent-Reihen zu den wichtigsten Reihen
in der Mathematik. Es liegt daher nahe, nach Zusammenhängen zwischen diesen zu suchen.
Diese offenbaren sich am leichtesten im Reich der komplexen Zahlen.

4.1 Taylor-Reihen

Wir machen uns die Verbindung zwischen Fourier- und Taylor-Reihen an einem Beispiel klar.
Da eine Funktion, die in eine Taylor-Reihe entwickelt werden soll, wenigstens hinreichend
oft differenzierbar sein muss, taugen unsere vorigen Beispiele nichts. Wir wollen das Beispiel
aber auch nicht unnötig kompliziert wählen, so dass wir uns auf eine Funktion zurückziehen,
deren Taylor-Reihe man gut kennt.

Die einfachste unendliche Reihe überhaupt ist wohl die geometrische Reihe, welche

∞∑
n=0

zn =
1

1 − z

für |z| < 1 erfüllt. Diese Reihe ist gerade die Taylor-Reihe der Funktion

f(z) =
1

1 − z

im Punktez = 0. Wir können nun durch geschickte Manipulation der Reihe sogleich die
Fourier-Reihe vonf bestimmen. Dazu schreiben wirz in der Formz = reiϕ und rechnen

∞∑
n=0

(reiϕ)n =
∞∑

n=0

rn(cos nϕ + i sin nϕ) = 1 +
∞∑

n=1

rn cos nϕ + i
∞∑

n=1

rn sin nϕ.

Aus dieser Darstellung kann man nun die Koeffizienten direkt ablesen. Man beachte, dass wir
f überϕ, also dem Argument vonz, entwickelt haben, so dass natürlicherweiseϕ ∈ [0, 2π]
gilt. Die Koeffizienten hängen nur vom Radius, nicht vom Winkel ab.

Diese Ableitung ist zwar formal korrekt, liefert uns aber nicht das, was wir erhofft hatten.
Wir haben nämlichf nicht als Fourier-Reihe überz, sondern als Fourier-Reihe überϕ erhalten.
Wir müssen deshalbf als Funktion vonϕ schreiben, indem wirr konstant lassen. Dann ist

f(ϕ) =
1

1 − r cos ϕ − ri sin ϕ
=

1 − r cos ϕ

(1 − r cos ϕ)2 + (r sin ϕ)2
+ i

r sin ϕ

(1 − r cos ϕ)2 + (r sin ϕ)2
.
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Wenn wir nun entsprechende Real- und Imaginärteile miteinander identifizieren, erhalten wir

1 +
∞∑

n=1

rn cos nϕ =
1 − r cos ϕ

1 + r2 − 2r cos ϕ

sowie ∞∑
n=1

rn sin nϕ =
r sin ϕ

1 + r2 − 2r cos ϕ
.

4.2 Laurent-Reihen

Ganz anderer Natur ist der Zusammenhang zwischen Fourier-Reihen und Laurent-Reihen.
Bisher haben wir im Wesentlichen Funktionen einer reellen Veränderlichenx betrachtet, von
denen wir annahmen, sie seienT = 2π-periodisch. Lassen wir nun eine komplexe Variable
z zu, so kann die (nun komplexe) PeriodeT natürlich in eine beliebige Richtung zeigen und
muss nicht eine reelle Zahl sein1. Ähnlich wie im reellen Fall können wir uns aber wieder
ohne Einschränkung auf den FallT = 2π zurückziehen, denn dies lässt sich stets durch eine
geeignete Substitution erreichen.

Wir betrachten nun einen StreifenSa,b = {z ∈ C | a < Im z < b } und eine komplexe
Funktionf : Sa,b → C mit Periode2π. Die Funktiong : Sa,b → C mit g(z) = eiz bildet wegen
eiz = e−yeix den StreifenSa,b auf den KreisringKc,d = { z ∈ C | c < |z| < d } ab mitc = e−b

undd = e−a. Man kann nun zeigen, dass es genau eine komplexe Funktionf̃ : Kc,d → C gibt
mit f(z) = f̃(g(z)) = f̃(eiz). Man beachte, dass die2πi-Periodizität der Exponentialfunktion
hier keine Probleme macht, daf ja 2π-periodisch ist.

Die Funktionf̃ ist aber auf einem Kreisring erklärt und besitzt somit eine Darstellung als
Laurent-Reihe der Form

f̃(z) =
∞∑

n=−∞
cnzn,

welche auf der Kreisscheibe konvergiert. Damit ergibt sich sofort die Fourier-Reihe vonf zu

f(z) =
∞∑

n=−∞
cneinz.

Dies ist nun anders als vorhin eine echte Verbindung zwischen Laurent- und Fourier-Reihen,
denn die Fourier-Reihe ist ebenfalls bzgl.z gebildet.

1Tatsächlich gibt es komplexe Funktionen, die in zwei verschiedenen Richtungen periodisch sind.
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5 Die Partialbruchzerlegung des
Cotangens

Betrachten wir die Funktionf(x) = cos yx mit y ∈ R \ Z, die auf [−π, π] definiert und
darüber hinaus2π-periodisch fortgesetzt sei. Daf gerade ist, istbn = 0 für alle n, und man
erhält weiter

an =
1

π

π∫
−π

cos yx cos nx dx =
1

2π

π∫
−π

cos((n + y)x) + cos((n − y)x) dx

=
1

2π

[
sin((n + y)x)

n + y
+

sin((n − y)x)

n − y

]π

−π

=
1

π

(
sin((n + y)π)

n + y
+

sin((n − y)π)

n − y

)
.

Berücksichtigt man das Additionstheorem

sin(α + β) = sin α cos β + cos α sin β,

sin nπ = 0 sowiecos nπ = (−1)n, so bekommt man nach Zusammenfassen der Brüche

an =
2

π
· (−1)ny sin πy

y2 − n2
.

Daraus folgt die Darstellung

cos yx =
y sin πy

π

(
1

y2
+

∞∑
n=1

2(−1)n cos nx

y2 − n2

)
.

Setzt man hierx = π, so erhält man unmittelbar die berühmtePartialbruchzerlegung des
Cotangens

π cot πy =
1

y
+

∞∑
n=1

2y

y2 − n2
.
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6 Fourier-Reihen und π

Wir werden nun Fourier-Reihen benutzen, um Formlen für die Kreiszahlπ zu gewinnen. Eini-
ge Schritte haben wir dazu schon getan. So folgt aus der Fourier-Reihe der Kippschwingung
(siehe Abschnitt2.2) mit x = π/2

π

2
= 2

∞∑
n=1

(−1)n+1 sin nπ/2

n
,

was nach Division durch2 in

π

4
=

∞∑
n=1

(−1)n+1 sin nπ/2

n
= 1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
± · · ·

übergeht. Dies ist die bekannte Reihe von Leibniz.
Mit Hilfe der Dreiecksschwingung (Abschnitt2.3) können wir fürx = 0 die Gleichung

0 =
π

2
− 4

π

∞∑
n=1

1

(2n − 1)2

durch Multiplikation mit−π/4 nach

π2

8
=

∞∑
n=1

1

(2n − 1)2
=

1

12
+

1

32
+

1

52
+

1

72
+ · · ·

überführen.
Die bekanntesteπ-Formel in der Fourier-Theorie erhält man jedoch aus der Fourier-Reihe

vonf(x) = x2. Da diese gerade ist, berechnen wir

a0 =
1

π

π∫
−π

x2 dx =
2

3
π2

und

an =
1

π

π∫
−π

x2 cos nx dx =
2

π

[
2x

n2
cos nx +

(
x2

n
− 2

n3

)
sin nx

]π

0

=
2

π

[
2π

n2
(−1)n

]
=

4

n2
(−1)n,
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woraus sich die Fourier-Reihe

f(x) =
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cos nx

ergibt. Mit x = 0 wird daraus

π2

12
=

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
=

1

12
− 1

22
+

1

32
− 1

42
± · · · .

Subtrahiert man das von derπ-Formel der Dreiecksschwingung, so erhält man

π2

24
=

1

22
+

1

42
+

1

62
+

1

82
+ · · · .

Multipliziert man schließlich noch mit4, so bekommt man das Ergebnis

π2

6
=

1

12
+

1

22
+

1

32
+

1

42
+ · · · .

Man kann also für die Summe der Kehrwerte der Quadratzahlen (bzw. der Quadrate aller
geraden und ungeraden Zahlen) die erstaunlichen Formeln

π2

6
=

∞∑
n=1

1

n2

π2

24
=

∞∑
n=1

1

(2n)2

π2

8
=

∞∑
n=1

1

(2n − 1)2

festhalten.
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