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Die Bernoulli-Zahlen gehdren zu den wichtigsten Konstanten der Mathematik. Wir leiten
hier einige ihrer Eigenschaften ab und benutzen sie, um bestimmte Werte der Riemann’schen
Zetafunktion zu berechnen sowie eine geschlossene Formel fir Summen von Potenzen zu
finden.

Definition der Bernoulli-Zahlen

Wir betrachten die Funktioffi, die furz # 0 durch

gegeben ist und im Ursrpung durghi0) = 1 stetig fortgesetzt wird, wie die Regel von de
I'Hospital zeigt. In der Tat kann man auch jede Ableitung yvom = = 0 stetig fortsetzen.
Daher kdnnen wir in einer Umgebung des Ursprungs die Taylor-Entwicklung \metrach-
ten. Diese setzen wir an in der Form
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Die KoeffizientenB,, heiBenBernoulli-Zahlen. Berlicksichtigt man, dass die Exponential-
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darstellen. Also erhalten wir insgesamt
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ILeider gibt es in der Literatur verschiedene Konventionen, die Bernoulli-Zahlen zu bezeichnen.

Mit dem Binomialkoeffizienten




bekommt man also o
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Nun fuhren wir einen Koeffizientenvergleich durch. Ein Vergleich der konstanten Terme liefert
sofort By = 1. Weiter kann die Gleichung nur erflillt sein, wenn der Term in der eckigen
Klammer fir allem > 1 verschwindet, d. h. wenn

(7)o

n=0

ist. Dies ist eine rekursive Gleichung zur Bestimmung ¥ aus B, bis B,,,_;. So erhalt
man firm = 2 .
By + =B; =0,
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alsoB; = —1/2. Die ersten Bernoulli-Zahlen sinbl, = 1/6, Bs = 0, By = —1/30, Bs = 0,
Bs = 1/42. Rechnet man noch weiter, so kommt man schnell zu der Vermutung, dass die
Bernoulli-ZahlenBy,; fur alle & > 1 verschwinden. Um dies einzusehen, erinnern wir an
die Hyperbelfunktionen
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Offenbar istcosh gerade undinh ungerade. Folglich ist
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eine gerade Funktion, weshalb alle Koeffizienten von ungeraden Potenzen verschwinden mus-
sen.

Berechnung von ((2k)

Die Riemann’sche Zetafunktion ist eine der wichtigsten speziellen Funktionen. Wir wahlen fur
unsere Zwecke die Reihendarstellung
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Uber die Zahler((2k + 1) ist sehr wenig bekannt, aber erstaunlicherweise gibt es eine ge-
schlossene Formel fur die Wergé2k). Um sie abzuleiten, benétigen wir die im Artikel Gber
Fourier-Reiherbesprochen®artial bruchzerlegung des Cotangens
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Wegencot iy = —i coth y erhalten wir daraus sofort
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Wahlen wir speziellry = x/2, so ergibt sich
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Andererseits haben wir gerade
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ausgerechnet. Wir erhalten somit durch Vergleich der beiden Darstellungen
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An dieser Stelle sei an digeometrische Summenformel
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und insbesondere an die Formel fir demmetrische Reihe
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und schlief3lich
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Damit erhalten wir nicht nur das bereits bei devurier-Reihererzielte Resultat
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und viele weitere. Ubrigens zeigt die Formel f{iRk), dass die nicht verschwindenden Ber-
noulli-Zahlen stéandig wechselnde Vorzeichen haberj(@a) positiv ist, wie die Reihendar-
stellung der Zetafunktion lehrt.

Potenzreihen

Die Bernoulli-Zahlen tauchen in vielen Potenzreihen-Darstellungen spezieller Funktionen auf.
Wir kennen bereits die Formel
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aquivalent ist. Wegetot y = i coth iy gilt analog
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Mit Hilfe der Additionstheoreme

sin 2 = 281n & cos «v

cos 2a = cos? o — sin® «

und der Beziehungedin iy = isinhy, cosiy = cosh y erhalt man fir die Hyperbelfunktionen
die Additionstheoreme

sinh 2av = 2 sinh « cosh «
cosh 2a = cosh? a + sinh? a.
Somit gilt

cosh2z coshx  cosh?x + sinh®x cosh? z

2coth 2z — cothx = 2 = tanh z.

sinh2x  sinhxz sinh « cosh x sinh « cosh z
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Daher erhéalt man die Reihendarstellung
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und mittanh iy = itany das analoge Ergebnls
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Summen von Potenzen

Wir benutzen die Bernoulli-Zahlen nun, um geschlossene Formeln fir Summen der Form
n
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zu berechnen. Im Fall = 1 ist die Sache einfach. Wir schreiben die Summe einmal in der
Form
L+ 4n

und in umgekehrter Reihenfolge
n+---+ 1.

Addieren wir beide Terme, so erhalten wimal den Summanden+ 1. Daraus folgt sofort
fur die Summe
n(n+1)
—
Dies ist die beriihmté&aul? sche Summenformel. Es stellt sich natirlich die Frage, ob man
auch furl > 1 geschlossene Formeln finden kann, und in der Tat gibt es sogar eine fur alle
gultige Formel.
Mit Hilfe der geometrischen Summenformel konnen wir
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rechnen. Der rechte Faktor ist natrlich nichts andereg(als Setzt man die Reihenentwick-




lungen der Exponentialfunktion und die vgrein, so erhalt man
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Andererseits gilt
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Nun folgt durch Koeffizientenvergleich die fur alle> 1 gultige Formel
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Fur den Spezialfall = 1 erhélt man die bekannte Formel
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